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Elektronische Beweise in der Lehre

In der Mathematikdidaktik spielt die Vermittlung von Argumentations-
kompetenzen eine grolle Rolle. Diese bilden die Basis fiir das in hoheren
Klassenstufen in unterschiedlichen Kontexten thematisierte Beweisen ma-
thematischer Aussagen und Zusammenhédnge. Um einerseits Lehramtsstu-
dierende beim Erwerb von Argumentationskompetenzen zu unterstiitzen
und um andererseits Schiiler/innen altersaddquate Argumentations-
kompetenzen vermitteln zu konnen, werden webbasierte Ansédtze zur Um-
setzung von Distraktoren in E-Beweis-Systemen analysiert.

1. Zielsetzung der elektronischen Beweise

Ausgehend von ersten Tests in Ubungen und e-Klausuren auf Basis von
ILIAS im Masterstudiengang Lehramt Mathematik wurde die Beweisum-
gebung weiterentwickelt, damit diese sowohl offline ohne Server im Brow-
ser als auch online in iMathAS lauffdhig ist (iMathAS 2016). iMathAS
wurde dabei fiir den Ubungsbetrieb und die e-Klausuren verwendet. Das
zundchst eingesetzte elektronische Priifungssystem ILIAS an der Universi-
tat Koblenz-Landau hatte Schwadchen (IWM Koblenz 2011) im Bereich der
Darstellung von mathematischen Formeln und der automatisierten Bewer-
tung von algebraischen Termen, die nicht in beliebiger Form présentierte
Terme als korrekt interpretiert. Ferner bezog sich die Nutzung von Beweis-
puzzlen lediglich auf eine Standard-e-Klausurumgebung ohne verfiigbare
Methoden zur automatischen Beweisiiberpriifung im Sinne von Adams u. a.
(1999). Die allgemeine Motivation zum Einsatz von e-Klausuren findet
man z.B. bei Wetter (2010). Um auch die diagnostischen Mdoglichkeiten
und Grenzen einer e-Beweisumgebung untersuchen zu kénnen, wurde die
Offline-Version implementiert (Platz et al. 2016), sodass die im Browser
generierten Daten unabhdngig von iMathAS gespeichert und gezielt mit
Nutzereinverstdndnis an einen ausgewdhlten Server zur Analyse gesendet
werden kénnen. Ein e-Beweis wird als Zwischenstufe zwischen der reinen
Beweisrezeption aus einem Lehrbuch und einem eigenstdndigen
Papier&Bleistift-Beweis betrachtet. Zielsetzung war es, die Implementie-
rung von elektronischen Beweisen iiber die e-Klausuren und Online-Ubun-
gen hinaus zu einem Analyseinstrument fiir Argumentationskompetenzen in
der Lehre einsetzen zu koénnen .



2. Umsetzung der e-Beweis-Systeme als Analyseinstrument

Durch die Erweiterung kann man nun die vollstdndige Struktur des Be-
weisprozesses der Lernenden zu jedem Zeitpunkt vollstandig als Zustand in
einer XML-Datei speichern (XML-eXtensible Markup Language) und je-
der gespeicherte Zustand kann wieder in der Beweisumgebung rekonstru-
iert werden. Dies liefert die Grundvoraussetzung um Sackgassen und Zwi-
schenschritte bei der Beweisentwicklung der Lernenden einer fachdidakti-
schen Analyse unterziehen zu kénnen. Die Umsetzung der e-Beweis-Syste-
me ist ein Beweispuzzle, dem eine fachdidaktische Fehleranalyse voraus-
geht. Im Allgemeinen miissen die Lernenden m Fragmente eines Beweises
auf p Positionen mit p<m verteilen und jede Verbindung von je zwei
Fragmenten (S,S..;| aus einer Menge von giiltigen Gesetzen und bereits
bewiesenen Sdtzen begriinden. Aus dieser Menge der Begriindungen
B:=(b,,..,b,} miissen die Lernenden fiir jeden Beweisschritt |51

also die Begriindung auswdhlen, die einen einzelnen Beweisschritt erkla-
ren. Die Begriindungen der Lernenden (z.B. {b,,b;b,} ) fiir einen Beweis-
schritt (s,5,.1] werden mit den korrekten Begriindungen zu  [8,5:.1) ver-
glichen. Begriindungen, die der Lernende fdlschlicherweise nicht angege-
ben oder falsche Begriindungen, die der Lernende angegeben hat, werden
fiir die Analyse der Beweiskompetenzen des Lerners und zur Bewertung
von Distraktoren verwendet. Aus der fachdidaktischen Analyse der Beweis-
kompetenzen von Lernenden auf Papier werden die Distraktoren entwi-
ckelt, die typische Fehler in der Argumentation als Beweisoptionen aufgrei-
fen. Distraktoren dienen als Analysewerkzeug von Argumentations-
kompetenzen und zur spateren Entwicklung eines Hilfesystems fiir die Ver-
besserung von Argumentationskompetenzen. Ferner kann durch die Dis-
traktoren der Aufbau der Beweissequenz durch das reine "Aussehen" der
Beweisfragmente ohne inhaltliches und logisches Verstdndnis fiir den Ler-
ner erschwert werden um so tatsdachlich Beweiskompetenzen zu schulen.
Im einfachsten Fall bestehen die zur Auswahl angebotenen n Beweisschrit-
te S:=(sy,...,s,} lediglich aus den Beweisfragmenten eines korrekten Be-
weisweges (ohne Distraktoren). Die Beweisfragmente konnen auch die
Moglichkeit von Beweisalternativen vorsehen. Dann werden die Losungen
der Lernenden mit einem Losungsgraphen aus unterschiedlichen Beweisal-
ternativen verglichen und automatisch analysiert. Des weiteren besteht die
Moglichkeit, dass man Liicken in einem Beweis lésst, die als editierbare
Beweisfragmente angeboten werden. Damit werden die Freiheitsgrade in
Richtung eines reinen Papierbeweises ohne Angabe von Beweisfragmenten
erhoht. Diese editierbaren Beweisfragmente miissen nicht leer sein, son-
dern koénnen bereits Textelemente in ASCII-Math (ASCII-Math 2016) ent-
halten, die Eingabe der mathematischen Formeln in der Syntax erleichtern.




3. Testumgebung fiir Argumentationskompetenzen

Der Unterschied zwischen elektronischen Beweisen und Arbeitsblittern,
die ausgedruckte Beweisfragmente enthalten, ist die Moglichkeit der Ran-
domisierung von Beweisfragmenten in der Aufgabenstellung, die das e-
Beweis-System ermoglicht. Diese Randomisierung der Beweisfragmente
war bereits in der ersten verwendeten e-Klausurumgebungen ILIAS mog-
lich (ILIAS Society 2013). Allerdings lésst eine e-Klausuraufgabe in ILIAS
nur eine korrekte Uberpriifung der Reihenfolge der Beweisfragmente zu
und nicht die jeweilige Begriindung der Beweisschritte aus einer Menge
von gegebenen Begriindungen. Ferner war die Mischung von gegebenen
Beweisfragmenten und editierbaren Beweisfragmenten nicht moglich. Bei
langeren Beweissequenzen konnten auch keine Vorschldge als Hilfen fiir
den ndchsten Beweisschritt angeboten werden, um die Komplexitét der Be-
weise und die Auswahl der Distraktoren zu steuern. Diese Optionen konn-
ten nur nach Wechsel zu dem speziell fiir die Mathematik entwickelten
Ubungssystem iMathAS implementiert werden (Lipmann, 2013). Dieses
Vorgehen war auch notwendig, damit wahrend der Entstehung eines Bewei-
ses nicht nur die Losungen abgespeichert und bewerteten werden kénnen,
sondern auch die Beweisheuristik selbst ggf. durch das Speichern von Zwi-
schenzustdnden mit Sackgassen und Revision von Beweisfragmenten durch
die Lernenden einer spateren fachdidaktischen Analyse unterzogen werden
konnen. Im Wesentlichen werden durch die aktuelle Implementierung erst
die Voraussetzungen fiir die Kontrolle der Freiheitsgrade fiir die e-Bewei-
sumgebungen und die fachdidaktische Argumentationskompetenzen mit
semi-automatischer Bewertung gegeben. Die fachdidaktische Qualitdt von
technischen Ldsungen ist natiirlich nicht vergleichbar mit einer manuellen
Bewertung und Kommentierung eines Papierbeweises. Eine technische L6-
sung ermoglicht ein groBeres n fiir die fachdidaktische Analyse der Beweis-
kompetenzen in kontrollierbaren technischen Umgebungen. Auf die fachdi-
daktische Analyse von Papierbeweisen wird man insbesondere fiir die Ent-
wicklung von Distraktoren nicht verzichten kénnen.

4. Arbeitsweise mit elektronischen Beweispuzzles

Durch die oben genannten Erweiterungen der Zuordnung zu Begriindungen
zu einzelnen Beweisschritten kann man das Problem als reine graphentheo-
retische Anordnungsaufgabe verstehen, bei der nicht nur eine Teilmenge
der Beweisfragmente in eine logisch sinnvoll Abfolge gebracht werden
muss, sondern die Verbindungen in einem Graphen werden mit Begriindun-
gen versehen (Attribuierung von gerichteten Kanten mit Begriindungen).
Ausgehend von einem Startzustand ist mit den gegebenen Voraussetzungen
eine Beweisliicke zu einem in der Aufgabenstellung genannten Zielzustand



zu schliefen (Interpolationsbeweis). Beweisfragmente sind dabei die mog-
lichen Zustdnde in einem Beweisgraphen. Eine Verkniipfung zwischen Be-
weisfragmenten kann eine Aquivalenz oder Implikation zwischen Aussagen
oder auch die Gleichheit oder Ungleichheit zwischen Termen sein. Jeder
Verkniipfung zwischen Beweisfragmenten werden Begriindungen zugeord-
net, wie z.B. die Anwendung des Distributivgesetzes oder der Dreiecksun-
gleichung als Begriindung fiir eine Abschédtzung eines Terms nach oben.
Beweisschritte konnen einzeln auf den logischen Zusammenhang zwischen
den Beweisschritten beurteilt werden und auf die Korrektheit bzgl. Begriin-
dungen tiberpriift werden. Ferner konnen optional weitere korrekte Begriin-
dungen von den Beweisautoren angegeben werden, die aber bei einem Feh-
len im Beweis des Lerners nicht zu einem Punktabzug fiihren. Damit be-
steht die Moglichkeit fiir die Lehrenden, entsprechend zu den kommuni-
zierten Konventionen fiir die Beweisdarstellung zwischen notwendigen und
optionalen Begriindungen zu unterscheiden und in der automatischen Be-
wertung diese zu berticksichtigen. Damit konnen die Kompetenzen bei der
Begriindung von Beweisschritten zusammen mit der Korrektheit der Be-
weisschritte automatisch identifiziert werden. In der graphentheoretischen
Abbildung des Losungsraumes kann ferner die Liicke zwischen Beweis-
schritten automatisch fiir die Bewertung der Beweisqualitdt beriicksichtigt
werden. Dies ist sowohl beim Vorwdrtsarbeiten von dem Startzustand, als
auch bei einem Riickwdrtsarbeiten, in der e-Beweisumgebung implemen-
tiert (Stein 1986). Die aktuelle Version (Platz 2016) ist in einer Offline-Ver-
sion verfiigbar, die nur einen Webbrowser (z.B. Firefox) bendétigt und den-
noch eine automatische Bewertung und Unterstiitzung von elektronischen
Beweispuzzeln fiir die Lernenden ermoglicht. Mit einem Offline-Autoren-
system ist zugleich die Erstellung und Anpassung der e-Beweise an die
Konventionen in der Lehre moglich, sowie die Einbeziehung von typischen
Fehlern in der Fachdidaktik.
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