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Mathematische Beweiskompetenzen Studierender
diagnostizieren und fordern — eine Bestandsaufnahme

Abstract

Mathematische Beweise bereiten vielen Studierenden grofle Schwierigkei-
ten. Bereits in den 70er Jahren wurden bei dieser Zielgruppe Untersuchun-
gen durchgefiihrt und stehen auch aktuell wieder im Fokus vieler Studien
(vgl. u. a. Schupp 1974, Platz et al. 2015). Auf bestehenden Erkenntnissen
aufbauend wurden seit 2013 weitere Erhebungen mit Studierenden aus
NRW durchgefiihrt. Die aktuellen Untersuchungen sind Bestandteile des
Kooperationsprojektes eProof von Arbeitsgruppen der Universitdten Kob-
lenz/Landau und Miinster (ausfiihrliche Informationen zum Projekt:
http://e-proof.weebly.com/). Die im Folgenden vorgestellten Ergebnisse
folgen aus dem Teilprojekt BeSser ,,Beweiskompetenzen Studierender sys-
tematisch erweitern®, welches an der WWU Miinster verortet ist. Ziel die-
ser Untersuchungen ist es, auf Basis der empirischen Befunde typische
Fehler und Schwierigkeiten beim mathematischen Beweisen herauszustel-
len und daraus resultierende Konsequenzen zu erortern.

Mathematisches Beweisen und Beweiskompetenzen

Unter einem mathematischen Beweis wird der ,,Vorgang [verstanden], bei
dem eine Behauptung in giiltiger Weise Schritt fiir Schritt formal deduktiv
aus als bekannt vorausgesetzten Sdtzen und Definitionen gefolgert wird.*
(Meyer 2007, S. 21) Es impliziert unterschiedliche Ziele wie das Erlernen
des Verifizierens, Erkldrens und Systematisierens und ebenso die Forde-
rung von Kommunikationskompetenzen und des entdeckenden Lernens
(vgl. u. a. Bell 1976). Um sich dem Begriff der Beweiskompetenz zu né-
hern und dessen vielfiltige Facetten zu beleuchten, entstand auf Basis der
Bildungsstandards in Nordrhein-Westfalen und den Erkenntnissen insbe-
sondere von Brunner (2013), Boero (1999) und Bell (1976) eine Ubersicht
iiber die einzelnen Stufen und Sdulen des Oberbegriffes ,,Beweiskompe-
tenz* (vgl. Abbildung ). Insgesamt lassen sich drei verschiedene Stufen der
Beweisfiihrung unterscheiden, deren Komplexitit mit zunehmender Stufe
kontinuierlich zunimmt. Stufe 1 umfasst das Anwenden mathematischer
Sitze und Begriffe bei einzelnen Berechnungen. Diese Sitze und Begriffe
sind auf Stufe 2 und 3 Grundlage einfacher bzw. zunehmend komplexerer
Argumentationen in mehreren Schritten. Nach Brunner (2013) lassen sich
unter dem allgemeinen Begriff der Beweiskompetenz die Teilbereiche der
,fachlichen Kompetenz®, der ,,Systematisierungs- und Vernetzungskompe-
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tenz®, der ,Darstellungskompetenz, der ,, Kommunikationskompetenz‘
und der ,,Autonomie in der Beweisfiihrung* subsumieren. Diese bilden, wie
in Abbildung 1 veranschaulicht, die Saulen einer fundierten Beweiskompe-
tenz.
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Stufe 3: mehrschrittige Argumentation durchfiihren |

Stufe 2: einfache Argumentationen durchfiihren

Stufe 1: Anwenden mathematischer Satze und Begriffe bei Berechnungen

Abbildung 1: Haus der Beweiskompetenzen (in Anlehnung an Brunner 2013).

Untersuchungsdesign

Die Untersuchungen der Pretestphase sind sowohl qualitativ als auch quan-
titativ einzuordnen und beinhalten bspw. schriftliche Erhebungen an ver-
schiedenen Hochschulen bei Studierenden, Befragungen Lehrender sowie
Interviewstudien. Die Datenbasis fiir die nachfolgenden Analysen bilden
insbesondere schriftlich erhobene Bearbeitungen von Beweisaufgaben bei
insgesamt 326 Studierenden insbesondere aus Lehramtsstudiengéngen.

Untersuchte Beweisaufgaben in der Pretestphase

1. Beweisen Sie den Satz des Pythagoras. (In einem ebenen rechtwinkli-
gen Dreieck ist die Summe der Flicheninhalte der Kathetenquadrate
gleich dem Flicheninhalt des Hypotenusenquadrates)

2. Beweisen Sie: V 2 1st eine irrationale Zahl

3. Beweisen Sie: V 4 1st eine rationale Zahl

Ergebnisse der Fehleranalysen

Eine Fehleranalyse im Bereich der Mathematikdidaktik zielt einerseits auf
die Kategorisierung von Fehlern bzw. Fehlermustern und andererseits auf
die Ursachenermittlung zu den einzelnen Fehlern bzw. Fehlermustern ab
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(vgl. Winter 2011). Im Rahmen explorativer Datenanalysen konnten auf
Basis der bisherigen Erhebungen vertiefende Hypothesen zu Zusammen-
hiangen zwischen bestimmten Fehlermustern und -ursachen beim Beweisen

des Satzes des Pythagoras, der Rationalitit von v4 und der Irrationalitiit

von V2 durch Studierende entwickelt werden. Auf Grundlage dieser Zu-
sammenhangsanalysen wurde eine erste Kategorieniibersicht zu kausalen
Zusammenhingen entwickelt, welche sich von den Begrifflichkeiten an ein
Konzept von Prediger/Wittmann (2009) anlehnt. (vgl. Abbildung 2).
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Abbildung 2: Ausschnitt aus dem Entwurf eines Kategorienschemas aufbauend auf Zusammenhangshy-
pothesen zu Beweiskompetenzen.

Als Beispiel fiir die Kategorienbildung sei ein Fehlerphdnomen mit dem
Muster ,,Beispiele statt Beweise* — Ursache ,,Inaddquate Beweistechnik*
einer Studentin aus dem 5. Fachsemester Lehramt GHR, Mathematisches
Grundlagenstudium aufgezeigt (vgl. Abbildung 3).
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Abbildung 3: Fehlerphdnomen zum Fehlermuster ,,Beispiele statt Beweise.
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Als gewinnbringend erwies sich zudem die Analyse der Probandenkom-
mentare aus einer schriftlichen Erhebung sowie einer Interviewstudie im
Sommersemester 2014 in Miinster. So gaben die Studierenden bspw. fol-
gende Kommentare: ,,Der Satz des Pythagoras ist mir ein geldufiger Be-
griff, jedoch fehlt mir zum Beweisen der Ansatz* oder ,,Es hakt schon da-
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ran, dass ich nicht weil}, wie ich den Beweis anfangen soll*, die beide unter
der Kategorie ,,Ansatz: Probanden benétigen eine Starthilfe bei der Beweis-
fiihrung. Ohne diese kommen sie nicht weiter.* geclustert wurden. Weitere
Kategorien, die sich hierbei ergaben: Desinteresse, Mathematische Defini-
tionen, Zeitspanne zur Schulzeit, Voraussetzungen, ,,Noch nie bewiesen®,
Definition eines Beweises, mathematische Defizite.

Fazit und Ausblick

Das Fiihren mathematischer Beweise bereitet Studierenden aller Fachse-
mester und verschiedener Studiengénge nach wie vor Probleme. Im Projekt
BeSser werden daher weitere Untersuchungen folgen, in denen bspw. das
generierte Fehlerkategorienschema (vgl. Abbildung 2) weiter optimiert und
die Zusammenhangsanalysen im Bereich der Fehleranalyse vertieft und va-
lidiert werden. Hierzu wurden in bisherigen Uberlegungen bereits die Be-
reiche ,,Formalia®, ,,Fachwissen®, ,,Voriiberlegungen zum Beweis®, , Ar-
beitstechniken®, ,,Einstellungen* und ,,Hilfestellungen wéhrend des Bewei-
ses‘ herausgearbeitet, welche im Rahmen der Hauptuntersuchung noch ni-
her spezifiziert und fachlich analysiert werden.
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