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UBUNG 5

AUFGABE 1

Wir wollen uns nun mit unseren Kombinationen ohne Wiederholung aus der letzten
Vorlesung beschéftigen, d.h. mit dem Z&hlen von Teilmengen 7" von einer gegebe-
nen Menge M. Aus fritheren Vorlesungen wissen wir bereits, dass die Anzahl aller
Teilmengen T' — also die Méchtigkeit der Potenzmenge von M — einer gegebenen
n-elementigen Menge M durch

|P(M)| = 2"

berechnet werden kann. Weitere Aufgaben zu dieser Abzéihlstrategie finden Sie in
Aufgabe 3.

Die Anzahl der r-Kombinationen einer Menge mit n verschiedenen Elementen
hatten wir mit C'(n,r) bezeichnet. Wir hatten nun

(’Z) = C(n, )

gesetzt und den Ausdruck (n) (lies: n dber r) als Binomialkoeffizient bezeichnet.
r

Wir sehen, dass C'(4,2) = 6 gilt, da die 2-Kombinationen (oder die 2-elementigen
Teilmengen) von {a,b,c,d} die sechs Teilmengen {a, b}, {a,c},{a,d},{b, c},{b,d}
und {¢, d} sind. Wir erinnern uns, dass die Anzahl aller Paare von S, also die Zahl
P(4,2) = 12 gilt.

Schlieflich hatten wir uns den folgenden Satz hergeleitet:

Satz 0.1. Die Anzahl der r-Kombinationen einer Menge mit n Elementen, wobein
eine nicht negative ganze Zahl und r eine ganze Zahl mit 0 < r < n st, entspricht

Wenden wir uns nun einigen Aufgaben zu.
s . . . 7 14
a) Man berechne ausfiihrlich den Wert der Binomialkoeffizienten 5) ,

() (,,) |

b) Man gebe alle Teilmengen T; der Menge R = {+, —,-,: } an und bestimme
dann die Anzahl der 2-elementigen Teilmengen von R.
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c)

In einer Gruppe sind 5 Méanner und 4 Frauen. Man bestimme die Anzahl
moglicher Teilgruppen mit genau 3 Personen. Wie viele dieser Teilgruppen
besteht nur aus Ménnern (nur aus Frauen)?

Ein Ausschuss mit 6 Personen soll aus 10 Mannern und 15 Frauen gebildet
werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn der Ausschuss mehr Frauen
als Ménner enthalten soll?

In einem Verein gibt es 7 Ménner und 5 Frauen. Wie viele 4-kopfige Teams
kann man bilden, wenn genau 2 Frauen dabei sein sollen?

Eine Lehrerin mochte 3 Schiiler:innen fiir eine Prasentation auswéhlen, die
sich aus 5 Jungen und 4 Méadchen zusammensetzt. Wie viele Moglichkeiten
gibt es, wenn mehr Méadchen als Jungen gewéhlt werden sollen?

AUFGABE 2

In der Vorlesung hatten wir auch die Permutationen mit Wiederholung behandelt.
Wir gehen noch einmal gemeinsam durch ein Beispiel fiir diesen Aufgaben- bzw.
Zahltyp.

In einer Schachtel liegen Kugeln mit den Aufschriften A, B, L, N;O. Es werden
nacheinandner 7 Buchstaben aus der Schachtel herausgenommen. Nach jedem Zug
wird die Kugel wieder zuriick in die Schachtel gelegt.

QPPVWO

Wir konnen die Situation durch die Angabe folgender Menge modellieren:

a)

M = {(X1, X2, X3, Xy, X5, X6, X7) | X; €{A,B,L,N,0},1 <i < T}

Wie viele 7-Tupel liegen in M? Fiir die erste Komponeten X; haben wir
fiinf Buchstaben zur Auswahl. Da wir die Kugel stets wieder zuriick legen,
haben wir auch fiir die zweite Komponente fiinf Kugeln zur Auswahl, usw.
Insgesamt gilt also fiir die Méchtigkeit der Menge M:

M|=7-...
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b)

Man bestimme die Anzahl der folgenden Teilmenge T" von M
T — {(X17X27X37X47X57X67X7) | XZ - X]? ]- S Z?.] S 7}
Was beschreibt die Menge?

Offenbar ist das 7-Tupel (A, B, B, A, L, A,O) € M. Wir erkennen den Na-
men der Band ABBA. Sie war eine schwedische Popgruppe, die 1972 in
Stockholm gegriindet wurde. Die Mitglieder sind Agnetha Féltskog, Bjorn
Ulvaeus, Benny Andersson und Anni-Frid (Frida) Lyngstad — ihre Anfangs-
buchstaben ergeben den Bandnamen ABBA. Mit ihren eingdngigen Melo-
dien, mehrstimmigem Gesang und frohlich-melancholischem Sound wurde
ABBA in den 1970er-Jahren zu einer der erfolgreichsten Popgruppen der
Welt. Zu ihren bekanntesten Hits gehoren ,,Waterloo®, ,,Dancing Queen®,
,2Mamma Mia“, , Fernando“ und ,, Take a Chance on Me*.

Man bestimme die Anzahl der 7-Tupel, die den Namen der Band ABBA
enthalten, also die diese Buchstabenfolge beinhalten.

Das Wort BALLOON besteht auch aus insgesamt 7 Buchstaben und ist of-
fenbar auch ein Element von M, genauer ist das Tupel (B, A, L, L,0,0, N)
natiirlich Element von M.

Aus den Buchstaben des Wortes BALLOON sollen alle verschiedenen Buch-
stabenanordnungen gebildet werden. Wie viele unterschiedliche Anordnun-
gen sind moglich?

Wer Lust hat, kann sie zdhlen :-) ...

ABLLNOO ABLLONO ABLLOON ABLNLOO ABLNOLO ABLNOOL ABLOLNO ABLOLON ABLONLO ABLONOL
ABLOOLN ABLOONL ABNLLOO ABNLOLO ABNLOOL ABNOLLO ABNOLOL ABNOOLL ABOLLNO ABOLLON
ABOLNLO ABOLNOL ABOLOLN ABOLONL ABONLLO ABONLOL ABONOLL ABOOLLN ABOOLNL ABOONLL
ALBLNOO ALBLONO ALBLOON ALBNLOO ALBNOLO ALBNOOL ALBOLNO ALBOLON ALBONLO ALBONOL
ALBOOLN ALBOONL ALLBNOO ALLBONO ALLBOON ALLNBOO ALLNOBO ALLNOOB ALLOBNO ALLOBON
ALLONBO ALLONOB ALLOOBN ALLOONB ALNBLOO ALNBOLO ALNBOOL ALNLBOO ALNLOBO ALNLOOB
ALNOBLO ALNOBOL ALNOLBO ALNOLOB ALNOOBL ALNOOLB ALOBLNO ALOBLON ALOBNLO ALOBNOL
ALOBOLN ALOBONL ALOLBNO ALOLBON ALOLNBO ALOLNOB ALOLOBN ALOLONB ALONBLO ALONBOL
ALONLBO ALONLOB ALONOBL ALONOLB ALOOBLN ALOOBNL ALOOLBN ALOOLNB ALOONBL ALOONLB
ANBLLOO ANBLOLO ANBLOOL ANBOLLO ANBOLOL ANBOOLL ANLBLOO ANLBOLO ANLBOOL ANLLBOO
ANLLOBO ANLLOOB ANLOBLO ANLOBOL ANLOLBO ANLOLOB ANLOOBL ANLOOLB ANOBLLO ANOBLOL
ANOBOLL ANOLBLO ANOLBOL ANOLLBO ANOLLOB ANOLOBL ANOLOLB ANOOBLL ANOOLBL ANOOLLB
AOBLLNO AOBLLON AOBLNLO AOBLNOL AOBLOLN AOBLONL AOBNLLO AOBNLOL AOBNOLL AOBOLLN
AOBOLNL AOBONLL AOLBLNO AOLBLON AOLBNLO AOLBNOL AOLBOLN AOLBONL AOLLBNO AOLLBON
AOLLNBO AOLLNOB AOLLOBN AOLLONB AOLNBLO AOLNBOL AOLNLBO AOLNLOB AOLNOBL AOLNOLB
AOLOBLN AOLOBNL AOLOLBN AOLOLNB AOLONBL AOLONLB AONBLLO AONBLOL AONBOLL AONLBLO
AONLBOL AONLLBO AONLLOB AONLOBL AONLOLB AONOBLL AONOLBL AONOLLB AOOBLLN AOOBLNL
AOOBNLL AOOLBLN AOOLBNL AOOLLBN AOOLLNB AOOLNBL AOOLNLB AOONBLL AOONLBL AOONLLB
BALLNOO BALLONO BALLOON BALNLOO BALNOLO BALNOOL BALOLNO BALOLON BALONLO BALONOL
BALOOLN BALOONL BANLLOO BANLOLO BANLOOL BANOLLO BANOLOL BANOOLL BAOLLNO BAOLLON
BAOLNLO BAOLNOL BAOLOLN BAOLONL BAONLLO BAONLOL BAONOLL BAOOLLN BAOOLNL BAOONLL
BLALNOO BLALONO BLALOON BLANLOO BLANOLO BLANOOL BLAOLNO BLAOLON BLAONLO BLAONOL
BLAOOLN BLAOONL BLLANOO BLLAONO BLLAOON BLLNAOO BLLNOAO BLLNOOA BLLOANO BLLOAON
BLLONAO BLLONOA BLLOOAN BLLOONA BLNALOO BLNAOLO BLNAOOL BLNLAOO BLNLOAO BLNLOOA
BLNOALO BLNOAOL BLNOLAO BLNOLOA BLNOOAL BLNOOLA BLOALNO BLOALON BLOANLO BLOANOL
BLOAOLN BLOAONL BLOLANO BLOLAON BLOLNAO BLOLNOA BLOLOAN BLOLONA BLONALO BLONAOL
BLONLAO BLONLOA BLONOAL BLONOLA BLOOALN BLOOANL BLOOLAN BLOOLNA BLOONAL BLOONLA
BNALLOO BNALOLO BNALOOL BNAOLLO BNAOLOL BNAOOLL BNLALOO BNLAOLO BNLAOOL BNLLAOO
BNLLOAO BNLLOOA BNLOALO BNLOAOL BNLOLAO BNLOLOA BNLOOAL BNLOOLA BNOALLO BNOALOL
BNOAOLL BNOLALO BNOLAOL BNOLLAO BNOLLOA BNOLOAL BNOLOLA BNOOALL BNOOLAL BNOOLLA
BOALLNO BOALLON BOALNLO BOALNOL BOALOLN BOALONL BOANLLO BOANLOL BOANOLL BOAOLLN
BOAOLNL BOAONLL BOLALNO BOLALON BOLANLO BOLANOL BOLAOLN BOLAONL BOLLANO BOLLAON
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OONALLB OONBALL OONBLAL OONBLLA OONLABL OONLALB OONLBAL OONLBLA OONLLAB OONLLBA

AUFGABE 3

In dieser Aufgabe mochten wir einsehen, wie Binomialkoeffizienten uns helfen
konnen, Abzahlprobleme zu 16sen. Wir betrachten eine Beispielaufgabe: Mara hat
drei Weintrauben und vier Brombeeren. Man berechne anhand eines passenden
Modells die Anzahl aller moglichen Reihenfolgen, in denen sie die Friichte essen

kann.

Wir strukturieren unsere Losung in drei Teile.

e Antwort: Es gibt genau 35 verschiedene Reihenfolgen, die Friichte zu essen.

e Modellierung: Wir modellieren die Slots, an denen Mara eine Weintraube
essen kann, durch die Menge S = {1,2,3,4,5,6,7}. Ferner beschreibt die

Menge

W={A]|AC S und |A| = 3}

die moglichen Auswahlen von drei Slots, an denen sie die Weintrauben isst.
Ist beispielsweise A = {2,4,5}, so isst Mara zu den Zeitpunkten 2, 4 und 5
Weintrauben (und damit zu den Zeitpunkten 1, 3, 6 und 7 Brombeeren), so
dass ihre Meniifolge Beere-Traube-Beere-Traube-Traube-Beere-Beere lautet.

e Rechnung: Es gilt |S| = 7, so dass die Anzahl der moglichen Reihenfolgen
|W| = C(7,3) ist. Es gilt daher

W=

7
3

7!

Lésen Sie nun die folgenden Aufgaben mit Hilfe geeigneter Modelle.

a) Berechnen Sie die Anzahl aller moglichen Ziehungen beim Lotto ,,3 aus 10“.

b) Alex hat eine Tiite mit elf Jelly Beans, und zwar

e sechs rote mit den Geschmacksrichtungen Zimt, Granatapfel, roter Ap-
fel, Kirsche, Erdbeermarmelade und Cranberry
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e und fiinf orangefarbene mit den Geschmacksrichtungen Mandarine, Pfir-
sich, Grapefruit, Honigmelone und Passionsfrucht.

Er nimmt drei Jelly Beans aus der Tiite, ohne sie anzuschauen, und schenkt
sie seinem Freund Bert. Berechnen Sie die Anzahl der moglichen Sets an
Jelly Beans, die Bert erhalten kann. Berechnen Sie zudem, wie viele dieser
Sets komplett rot sind.

¢) Ein Binom ist ein zweiteiliger Ausdruck, zum Beispiel z+y. Wir multiplzieren
die siebte Potenz

(+y) =@+y)-@+y)-@+y) - @+y) (@+y) - (@+y) (x+y)

des Binoms = + y aus und fassen gleichartige Terme zusammen. Berechnen
Sie den Koeffizienten, der vor dem Monom x%y?® entsteht.

d) Ermitteln Sie die Anzahl der Gitterwege von (0,0) nach (10,5), die in jedem
Schritt entweder eine Einheit nach oben oder eine Einheit nach rechts gehen.

AUFGABE 4
Das Pascal’sche Dreieck ist eine Zahlenmauer. Die dritte und die vierte Zeile des
Dreiecks bestehen beispielsweise aus den Zahlen

O (-2 () 0
(- 0+ (- -+ ()

Es entsteht ein dreieckiges Schema, indem wir die Zahlen einer Zeile zentriert in
einer Reihe schreiben. Das Bild zeigt die Zeilen 0, 1, 2, 3, 4 und 5.
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a) Lesen Sie aus dem Bild die Werte (2), (5) und (5) ab.

1) 2
b) Ergénzen Sie die sechste, siebte und achte Zeile.
Wir versuchen nun, in der Anordnung der Zahlen Muster zu identifizieren und zu

erkléren (ein Prozess, den manche Leute number crunching nennen). Wir betrach-
ten ein Beispiel.

e Phinomen: Jede Zahl in einem Mauerstein im Inneren des Pascal’schen
Dreiecks ist gleich der Summe der beiden Zahlen in den dariiber liegenden
Mauersteinen.

e Instanz: Es gilt (g) = (g) + (g)

e Anschauliche Erklarung: Sina ist eine von 7 Studierenden. Es soll ein
Studierendenausschuss aus 3 Studierenden gebildet werden. Dann gibt es (;)
Moglichkeiten, den Ausschuss zu bilden, da aus der Menge der 7 Studierenden

eine Teilmenge aus 3 Studierenden auszuwéhlen ist.
Sina selbst kann in dem Auschuss sein oder nicht.

Es gibt (g) mogliche Ausschiisse, in denen Sina nicht vertreten ist, da in
dem Fall aus der Menge der restlichen 6 Studierenden eine Teilmenge aus 3
Studierenden auszuwéhlen ist.

Ferner gibt es (g) mogliche Ausschiisse mit Sina, da in dem Fall neben Sina

noch 2 der 6 anderen Studierenden in den Ausschuss kommen miissen.

Folglich muss die Anzahl (;) aller moglichen Ausschiisse gleich der Summe
aus (g) und (g) sein.

Wir laden nun die Studierenden ein, das Pascal’sche Dreieck zu explorieren, und
weitere Beobachtungen zu formulieren und zu erkléren.

c) Wir betrachten das folgende Phénomen: Die Summe der Zahlen in der Zeile
n des Pascal’schen Dreiecks ist stets 2. Schreiben Sie auf, was dieses Phéno-
men im Fall n = 6 bedeutet und geben Sie eine anschauliche Erklarung fiir
diesen Fall.
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d) Wir betrachten die Formel

(6) =)+ () )+ () +()+ ()

Geben Sie eine anschauliche Erklarung der Formel und versuchen Sie, das
Phéanomen allgemeiner zu beschreiben.

e) Formulieren Sie ein eigenes Phidnomen.

AUFGABE 5

Diese kurzen Aufgaben dienen dazu, die grundlegenden Zahlprinzipien der Kom-
binatorik (Additionsregel, Multiplikationsregel, Permutationen, Kombinationen)
anzuwenden und ihre didaktische Struktur zu reflektieren.

Beachten Sie bei jeder Aufgabe:
e Welches Zahlprinzip wenden Sie an?

e Wie ldsst sich die Aufgabe fiir Lernende verstédndlich darstellen oder visua-
lisieren?

a) Bestimmen Sie, auf wie viele verschiedene Arten fiinf Lauferinnen ein Rennen
beenden konnen, wenn keine Gleichstinde erlaubt sind.

b) Ermitteln Sie, auf wie viele verschiedene Arten die Namen von sechs Kandi-
datinnen und Kandidaten fiir das Amt der Biirgermeisterin bzw. des Biirger-
meisters auf einem Stimmzettel angeordnet werden koénnen.

¢) Eine Miinze wird zehnmal geworfen, wobei jedes Mal entweder ,, Kopf* oder
»Zahl* auftreten kann.
(i) Bestimmen Sie die Gesamtzahl aller moglichen Ausgénge.
(ii) Ermitteln Sie die Anzahl der Ausgénge, die genau zwei Kopfe enthalten.

(iii) Bestimmen Sie die Anzahl der Ausgénge, die hochstens drei Zahlen
enthalten.

(iv) Ermitteln Sie, wie viele Ausgéinge gleich viele Képfe wie Zahlen enthal-
ten.

d) Bestimmen Sie, wie viele Permutationen der Buchstaben ABC DEFG jeweils
folgende Teilstrings — also Teilbuchstabenfolgen vgl. Aufgabe 2— enthalten:

(i) den String BC'D
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(ii) den String CFGA

(iii) die Strings BA und GF

(iv) die Strings ABC und DFE

(v) die Strings ABC und CDE
) die Strings CBA und BED

(vi

e) Bestimmen Sie, auf wie viele Arten acht Méanner und fiinf Frauen sich in einer
Reihe aufstellen konnen, sodass keine zwei Frauen nebeneinanderstehen.

f) Bestimmen Sie, auf wie viele Arten zehn Frauen und sechs Ménner sich in
einer Reihe aufstellen kénnen, sodass keine drei Méanner nebeneinanderste-

hen.
g) Ein Verein hat 25 Mitglieder.
(i) Bestimmen Sie, auf wie viele Arten vier Mitglieder ausgewihlt werden

konnen, um im Vorstand mitzuwirken.

(ii) Ermitteln Sie, auf wie viele Arten ein Vorstand mit den Amtern Priisi-
dentin, Vizeprasidentin, Schriftfithrerin und Kassenwartin besetzt wer-
den kann, wobei jede Person nur ein Amt iibernehmen darf.
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