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UBUNG 3

Abgabe der Bearbeitungen bis Freitag, den 6. Oktober bis 10 Uhr

Was bisher geschah: Sei €2 eine nichtleere abzdhlbare Menge (aufgefasst als Sammlung
moglicher Ergebnisse bei einem Zufallsexperimentes), die so genannte Grund- oder Ergeb-
nismenge. Jede Teilmenge T' der Grundmenge oder - anders ausgesprochen - jedes Element
der Potenzmenge der Grundmenge wird als ein Ereignis (des Zufallsexperimentes) bezeich-
net. Die Elemente w € 2 werden Elementarergebnisse (elementary events) genannt. Hat
eine Méchtigkeit von n € N Elementen, so hat man also 2" Ereignisse, da |P(Q2)| = 2".
Eine Wahrscheinlichkeit auf der Grundmenge(probability) wird nun als Funktion P mit
P:P(Q)—10,1] , T — P(T) € [0,1] mit zwei zentralen Eigenschaften definiert, némlich

e P(Q2) =1, und

o P(Uie;Ti) = > ic; P(Th), fiir alle paarweisen disjunkten (7;);e;, d.h T, N T; = () fiir
alle ¢ # j, wobei i und j Elemente einer (abzdhlbaren) Indexmenge sind.

Das Paar (2, P) wird dann Wahrscheinlichkeitsraum (probability space) genannt.

Bei vielen Zufallsexperimenten existieren nur eine endliche Anzahl von Ergebnissen, wie
beispielsweise beim Wiirfeln zweier Wiirfel, beim Miinzwurf, bei vielen Kartenspielen. Wir
definieren daher: Ist die Grundmenge eines Wahrscheinlichkeitsraumes endlich, so nennen
wir das Paar (Q, P) einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum.

Unter diesen endlichen ,Voraussetzungen® werden wir dann solche Zufallsexperimente bzw.
dazu modellierte Wahrscheinlichkeitsrdume am kommenden Montag kennenlernen (bzw.
kennen Sie natiirlich schon), in denen jedes Ergebnis dieselbe Wahrscheinlichkeit zu-
geordnet wird. Solche Wahrscheinlichkeiten (auf endlichen Mengen) nennen wir Laplace-
Wahrscheinlichkeiten bzw. den zugehorigen Raum Laplaceartig oder Laplace- Raum. Noch
einmal:

Definition. Sei Q eine (nichtleere) endliche Menge. Eine Wahrscheinlichkeit(sfunktion) P
heifst Laplace- Wahrscheinlichkeit genau dann, wenn fiir alle (Elementar-)Ergebnisse w € Q
bzw. Ereignisse {w} C 2 gilt:

1
o P({w}) = T wobei || die Anzahl der Elemente der Grund- oder Ergebnismenge,

sprich die Anzahl der Elementarergebnisse bezeichnet.

Fiir jedes Ereignis T C €2 kann man in diesen endlichen Féllen offenbar die Wahrschein-
lichkeit leicht ausrechnen, denn es gilt die so genannte Laplace-Formel (warum?):

+ PT) =

die Laplace-Formel als die Wahrscheinlichkeit der Anzahl der giinstigen Fille geteilt
durch die Anzahl aller méglichen Fille ausspricht.

wobei man die Elemente aus T auch als giinstige Fidlle bezeichnet und
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Wenden wir uns nun einigen Aufgaben aus diesem Kontext zu, wobei - wenn nicht erwahnt
- stets eine passende Grundmenge (2 angegeben werden soll.

Aufgabe 1

Von zwei Urnen enthélt die Urne I eine schwarze Kugel und zwei rote Kugeln, die Urne
IT zwei schwarze Kugeln und eine rote Kugel. Das Experiment besteht darin, zuerst eine
Urne auszusuchen und dann daraus eine Kugel zu ziehen. Man definiere mindestens drei
passende Ereignisrdume.

Aufgabe 2

In einer Schachtel sind 7 rote und w (durch den Tastsinn nicht unterscheidbare) weifse
Kugeln. Eine Kugel wird blind herausgenommen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
es sich um eine rote (um keine rote) Kugel handelt.

Aufgabe 3

In einer Schachtel sind genau 100 Kugeln. Diese Kugeln sind jeweils beginnend mit 00,
dann 0, 02, ...bis 99 durchnummeriert. Sei A die erste, B die zweite Ziffer. Geben Sie
einen dazu passenden Laplace-Raum an und formalisieren und beantworten Sie die Fragen
zu: Wie grofs ist beim zufalligen Ziehen einer Kugel aus der Schachtel die Wahrscheinlich-
keit, dass

(a) die erste Ziffer eine 3 ist,

(b) die zweite Ziffer durch 4 teilbar ist,

(c) die erste Ziffer von der zweiten Ziffer verschieden ist,

(d) die Summer der beiden Ziffern ungleich 7 sind?

Aufgabe 4

In einem Karton sind 10 Glithbirnen, wobei die eine Hélfte der Birnen brauchbar, die andere
unbrauchbar ist. Jens zieht blind 4 Birnen aus dem Karton. Wie hoch ist die Wahrschein-
lichkeit, dass

(a) alle gezogenen Birnen unbrauchbar sind,

(b) mindestens zwei brauchbare Birnen dabei sind,

(c) hochstens drei brauchbare Birnen dabei sind,

(d) zwei brauchbare und zwei unbrauchbare Birnen dabei sind?

Aufgabe 5
Diese Aufgabe kennen Sie schon: Neun Karten werden so ausgelegt wie in der folgenden
Abbildung.
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Zwei Spieler wihlen nacheinander einen Kartenhaufen. Jeder Spieler mischt seinen Kar-
tenhaufen verdeckt und zieht daraus eine Karte. Gewonnen hat derjenige, dessen Karte
eine hohere Zahl zeigt. Fiir ein neues Spiel wird die Karte in den jeweiligen Stapel zu-
riickgelegt. Die Spieler wéhlen nacheinander einen Kartenstapel. Es wird erneut gemischt
und eine Karte aus dem Stapel gezogen. Wer gewinnt auf lange Sicht. Modellieren Sie die
Situation fiir jede Wahl der Kartenstapel durch die Spieler durch Angabe von passenden
W.-Réumen (Laplaceartig).

Aufgabe 6

In einem Sockenfach liegen 6 griine, 4 blaue und 3 weiflen Socken. Sie wahlen mit ver-
bundenen Augen zuféllig zwei Socken aus. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide
Socken dieselbe Farben haben? winweis: Bine mdgliche Laplace-Ergebnismenge hat 156 Elemente.




