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UBUNG 4
Ein etwas anderes Ubungsblatt.

Dieses Ubungsblatt gibt einen Eindruck von der Entwicklung einer kleinen Theorie (endliche
affine Ebenen) innerhalb unseres axiomatischen Aufbaus. In ersten Linie sollen Sie hier einen
mathematischen Text sinnerfiillt lesen, das ist eine Herausforderung oder kann (oder sollte)
als eine solche empfunden werden, kurz nach Ostern findet man ein wenig Ruhe. Das Lesen
mathematischer Texte ist anstrengend, so kann es sein, dass man nach nur einer Zeile das
Blatt zur Seite legen muss, sich mit Bleistift und Papier bewaffnet und die sich entstehende
Frage beantwortet: Was will mir der Autor sagen? Lassen und nehmen Sie sich Zeit, identi-
fizieren Sie alle noch so unscheinbaren Buchstaben und versuchen Sie, einen Zusammenhang
zwischen eben diesen herzustellen. Zwischendurch finden Sie kleine Liicken in Form von ,,...*,
Fragezeichen (?7) und winzige Arbeitsauftrige, die Sie selbstverstandlich bearbeiten sollten. Im
Wesentlichen ist Thnen alles bekannt, na ja fast alles. Einiges scheint eine Wiederholung zu
sein, anderes blickt im neuen Gewand. Wir wiinschen Thnen nun viel Freude, tiefe Erkenntnisse
und eine gewisse Frusttoleranz. Steigen Sie ein ins Leseerlebnis Mathematik, diskutieren Sie,
streiten Sie, fluchen Sie, googeln Sie (bringt aber nichts), etc. ...Packen Sie es an, es lohnt
sich ...

Wir beginnen - wie konnte es anders sein - mit einer

Definition 0.1. Sei (P,G) eine Inzidenzstruktur, A € P und a € G. Dann heifit G4 := {g |
g € G, A € g} das Sternbiischel von A, und G, :={g|g € G,g || a} das Parallelbiischel von a.

Man iiberpriife die Aussage des folgenden Satzes im Minimal-Modell und analysiere ihn an-
schlieftend.

Satz 0.1. Sei (P,G) eine endliche Inzidenzstruktur. Dann gilt

> 1Gal =D gl

AeP geg

Beweis 0.1. Die Inzidenzrelation I der Inzidenzstruktur (P, G) besteht aus allen Paaren (A, g)
mit A € P,g € G, A € g. Zihlt man diese Menge I nach der linken Kompetente ab, so erhdlt

man |I| = > |Gal|. Zdhit man entsprechend nach der rechten Kompetente ab, so erhdilt man
AeP
[I| = > |g|. Damit folgt die Behauptung.
geg
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Die Aussagen des folgenden Satzes iiber die Anzahlen einer endlichen affinen Ebene sind tw.
bereits fiir den Fall n = 2 bewiesen (oder werden es in der néachsten Vorlesung), man analysiere
den nun folgenden Beweis und vervollstiandige ihn.

Satz 0.2 (Anzahlen in affinen Ebenen). Sei (P,G) eine endliche affine Ebene der Ordnung
n € N. Dann gilt

a) |Gal = n fir alle Geraden a.

b) |Ga|l =n+1 fir alle Punkte A.

¢) |P|=n?

d) |Gl=n-(n+1)=n%+n.

e) Es gibt genau n + 1—wviele Parallelbiischel.
Wir beweisen nun obigen Anzahl-Satz:

Beweis 0.2. zu a) Sei a eine Gerade. Man wdhlt eine Gerade s mit s }f a. Die Abbildung
Go — s mit g+— X € gN s ist offenbar eine Bijektion. Also gilt |Gq| = |...| = n.

zu b) Sei A ein Punkt. Man wdhlit eine Gerade s mit A ¢ s. Sei a die Parallele zu s durch den
Punkt A. Die Abbildung s — G \ {a} mit X — XA ist offenbar eine Bijektion. Also
gilt n=|s|=|...|=|Ga| — 1, also |Ga| =n+ 1.

zu ¢) Man wahlt eine Gerade a. Offenbar ist G, eine Klasseneinteilung von P. Also gilt

Pl= > lgl= D n=IGan = ...on=n”

g€Gq g€Gq

zu d) Es gilt:

n = = o= e 1) = ... 1).
|g‘ " Z|g| Sat20.1)1§)| |Teilb)z | ‘ (n+ )Teilc) (n+ )

geg AeP
Es folgt |Gl =n-(n+1) =n?+n.

zu e) Offenbar ist die Menge der Parallelenbiischel eine Klasseneinteilung von G. Mit den
Teilen a) und d) folgt die Behauptung, also es gibt genau n + 1—viele Parallelbiischel.

Mit den obigen zum Teil kombinatorischen Uberlegungen kann man nun das folgende Krite-
rium fiir endliche affine Ebene beweisen, das sollen Sie nun auch tun, wobei eine Reihe von
Hilfestellungen gegeben werden, schauen Sie selbst ...

Satz 0.3 (Kriterium fiir endliche affine Ebenen). Sei n € N>o und (P,G) eine endliche
Inzidenzstruktur mit folgenden Eigenschaften:

i) |P| =n?.
i) |Gl=n-(n+1)=n%+n.

iii) |g| = n fir alle Geraden g.
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i) In (P,G) gilt die Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden.
Dann ist (P,G) eine affine Ebene der Ordnung n.
Beweis 0.3. Den Beweis strukturieren wir in 7 Schritten.

1. Wir zeigen: In (P,G) gilt das Aziom (D).
Beweis. Wegen der Voraussetzung ... findet man eine Gerade g. Wegen Voraussetzung
. liegen auf g (mindestens) zwei verschiedene Punkte A, B. Wegen ... und ... gilt die
Ungleichung |g| = n < n? = |P|, also gilt, dass g eine echte Teilmenge von P ist, also
g C P. Also findet man einen Punkt C € P mit C € g. Wegen ... ist ABC ein echtes
Dreieck.

Wir definieren fir jeden Punkt P(A) := |J g.
9€Ga

2. Wie zeigen: Fir alle Punkte A gilt: |P(A)] — 1= |Gal|-(n—1).
Beweis. Sei A ein Punkt. Offenbar ist die Menge {g\ {A}|g € Ga} eine Klasseneinteilung
von P(A)\ {4}, das gilt wegen Voraussetzung . ... Also gilt die Gleichung

[P(A) —1=[PA)\{A} = > |9\ {A}| =|Gal- (n—1).

geGa

3. Fiir alle Punkte A gilt: |Gal <n+ 1.
Beweis. Sei A ein Punkt, dann gilt

Gal-(n=1) 5. <[P~ 1=

Also folgt mit Division der Ungleichung mit (n — 1) die Behauptung |G 4] < n + 1.

4. Es gilt > |Gal= > (n+1).
AeP AeP
Beweis.

n?. (n+ 1) = \G| n—Z|g|St ?Z|GA|§Z(n+1)?:)n2.(n+1),

?) AcP T AeP

also gilt die Behauptung (warum?).

Aus 2. und ?. folgt nun unmittelbar
5. Fiir alle Punkte A gilt: |Gal =n+ 1.
6. In (P,G) gilt das Aziom (V).

Beweis. Wegen ?) ist nur die ... zu beweisen.
Dazu reicht es zu zeigen, dass fiir jeden Punkt A gilt: P(A) = P, warum?
Sei also A ein Punkt. Dann gilt:

]P(A)|—1?|GA] (n—l) (n—I—l) (n—l):n2—1?:)|73|—1.
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7. Es bleibt der Nachweis fir das Parallelenaxion (P).
Beweis. Sei g eine Gerade und A ein Punkt mit A € g. Wegen 6. ist die Abbildung g — G 4
mit X — XA injektiv. Also wird wegen i) und 5. genau ein Element aus G4 bei dieser
Abbildung nicht getroffen, d.h. es gibt genau eine Gerade durch A, die g nicht schneidet.

Aus 1., 6. und 7. folgt die Behauptung.

Fiir die Konstruktion endlicher affiner Ebenen geben wir ein etwas eigentiimliches kombina-
torisches Verfahren an, das nur einen geringfiigigen Aufwand bendtigt. Vorweg eine kleine
Definition und Bemerkung, die Sie beweisen sollen, also

Definition 0.2. Sei R eine endliche abelsche Gruppe (additiv geschrieben, vgl. Vorlesung aus
dem zweiten Semester oder aber auch hier El) und D eine Teilmenge von R. D heifit eine
Differenzenmenge von R, wenn die Abbildung § mit

0:DxD\idp — R\ {0}, (z,y) = é((z,y)) ==z —y

eine Bijektion ist.
Man - also Sie - iiberlege sich nun: In dieser Situation gilt offenbar fir n := |D| — 1 die
Gleichung |R| = n? +n + 1.

Es folgt eine weitere Definition, ndmlich

Definition 0.3. Sei R eine endliche abelsche Gruppe mit |R| > 4 und D eine Differenzenmen-
ge von R. Fiir jedes A € R\{0} sei g(A) := (D+A)\D, wobei wieder D+ A := {X+A|X € D}
gilt. Es sei weiterhin G := {g(A)|A € R\ {0}}.

Man beweise nun den folgenden Satz mit dem Satz 0.3, dem Kriterium fiir endliche affine
Ebenen, er gestattet und liefert die Konstruktion endlicher affiner Ebenen, zurecht tragt er
auch den Namen. Der Beweis ist wieder gut strukturiert, Sie miissen lediglich die Liicken und
Fragezeichen klaren.

Satz 0.4 (Konstruktion endlicher affiner Ebenen). Gemdfl obiger Definition der Mengen R,
D und G ist (R\ D,G) eine affine Ebene der Ordnung n := |D| — 1.

Beweis 0.4. Um zu beweisen, dass (R \ D,G) eine affine Ebene der gegebenen Ordnung ist,
wollen wir (ehrlicher: sollen Sie) die vier Bedingungen des Satzes 0.3 beweisen. Legen Sie los.
Wir beginnen

Wegen n? +n+ 1= |R| > 4 gilt n > 2, das haben wir schon mal.

Offenbar (wirklich ?) gilt:

(1) |[R\D| = n?

Direkt aus der Definition der ... folgt:

1Sei G eine Menge. Jedem Paar (a,b) € G X G sei genau ein Element a 4+ b € G zugeordnet. Das Paar (G, +) heifit
Yabelsche Gruppe”, wenn die Verkniipfung + die folgenden Gesetze erfiillt:

1. Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € G gilt: a+ (b+c¢) = (a +b) + ¢
2. Kommutativgesetz: Fir alle a,b € G gilt: a+b=0b+ a.
3. Neutrales Element: Es gibt ein Element 0 € G, so dass fiir alle a € G gilt: a + 0 = a.

4. Inverses Element: Zu jedem a € G gibt es ein a=! € G mit a +a~1 =0
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(2) Fir alle A € R\ {0} gilt: |(D+ A)ND| =1.
Direkt daraus folgt:
(3) Fiir alle A,B € R mit A # B gilt: |(D+ A)N(D+ B)| = 1.
(4) Fir alle A € R\ {0} gilt: |g(A)| = n.
Beweis: Nach Definition gilt g(A) = .... Daraus folgt mit Teil (2) |g(A)|=... =n.
(5) Fir alle A,B € R\ {0} mit A+ B gilt: |g(A) N g(B)| < 1.
Beweis:. . . bitte selbst mit Teil (3).
(6) Es gilt |G| =n-(n+1).
Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die surjektive Abbildung
R\ {0} = G, A g(A)
injektiv in G ist. .. bitte selbst mit Teil (4) und Teil (5)!

Nun sind tatsdchlich alle Voraussetzungen des Kriteriums 0.3 erfillt, man glaubt es kaum,
aber es stimmt, denn

Teil i) gilt wegen 2,
Teil i) gilt wegen ?,
Teil iii) gilt wegen ¢ und
Teil iv) gilt wegen ?.

wobei die ? € {(1),(2),(3),(4),(5),(6)}.
Also folgt die Behauptung, ndmlich (R\ D, G) ist eine affine Ebene der Ordnung n := |D| — 1.

Haben Sie noch Lust? Ist schon sehr anstrengend, oder? Wir wollen nun die Friichte unserer Ar-
beit ernten, Sie konnen aber auch - bei zunéchst oberflachlicher Lektiire des Vorangegangenen
- gleich hier loslegen, und dann im zweiten Anlauf eine Riickschau auf die Theorieentwicklung
halten.

Also: Fiir die Konstruktion einer affinen Ebene gibt man sich eine Ordnung n vor. Die kleinst-
mogliche Ordnung ist 2, dies fiihrt bei uns zum Minimalmodell aus 4 Punkten und 6 Geraden.
Welche Zahlen kommen als Ordnung in Frage? Man weif; d.h. man kann beweisen, dass alle
Primzahlpotenzen zu affinen Ebenen fiihren, das sind schon ganz schon viele. Bei den anderen
Zahlen zeigt die bisherige Erfahrung (das sind natiirlich keine Beweise), dass sie als Ordnung
nicht in Frage kommen. Die ersten Zahlen, die als Ordnungen nicht in Frage kommen sind
6, 10. Die kleinste Zahl n, fiir die die Existenz einer affinen Ebene mit Ordnung n unbekannt
ist, ist n = 12.

Im folgenden geben wir (und diirfen Sie) Beispiele fiir die Konstruktion geméf Satz 0.4 ange-
ben. Dabei muss zu vorgegebenen n eine endliche abelsche Gruppe R mit |R| = m := n?+n+1
gewahlt werden. Welche Gruppe wiirde sich hier besser anbieten als die Restklassengruppe

Abgabe der Bearbeitungen direkt in die Liicken dieses Blattes schreiben und am Freitag, den 12. April bis 12 Uhr abgeben




Europa-Universitit Flensburg - FrSe 24 GEOMETRIE UND IHRE DIDAKTIK Pror. Dr. H. LORENZEN

(Zm, +), Sie erinnern sich sicher. Dann muss eine Differenzenmenge D von Z,, gefunden werden
(das ist ein wenig eine Spielerei, aber eine endliche, einige D sind aufgefiihrt). Die Restklassen
in Z,, bezeichnen wir wie iiblich mit den Repréasentanten 0,1,2,3,...,m — 1 und rechnen mit
diesen Elementen modulo m. Fangen Sie am besten bei n = 3 an, es folgt |R| = 324+3+1 = 13,
also wéhle man Zj3. Nun kann man D = {0, 1, 3,9} wihlen. Bestétigen Sie nochmals, dass die
Menge D tatséchlich eine Differenzenmenge ist, also man rechnet 0 — 1 = —1 = 12, auf diese
Weise miissen alle Elemente von Zi3 entstehen, die 0 natiirlich nicht. Schreiben Sie jetzt alle
Geraden auf, frei nach dem Motto ¢(2) := D + 2\ D = {2,5,11}. Fiillen Sie folgende Tabelle
ein wenig weiter aus, mindestens eine Zeile . ..

n R D

2 Z {1,2,4} 7524, uncer Minimatmodell ist geschaffen

3 713 £0,1, 3,9} 15429, das ist wohl unser wunderbares 9-Punkie-Modell, in ciner anderen Gestalt
4 L {0,1,4,14,16} (5 Elemente) das werden 16 Punkte ...

5 Zs {1,5,17,22,23,25} (6 Elemente)

6 zwecklos

7 ZLo {0,1,7,19,23,44,47,49} (8 Elemente)

8 7o {1,2,4,8,16,32,37,55,64} (9 Elemente)

9 L {} (? Elemente)

10 zwecklos

Zum Schluss folgt wieder unsere kleine Schulaufgabe:

AUFGABE*

Von einem Parallelogramm ABCD wird vorausgesetzt, dass der Schnittpunkt F der beiden
(inneren) Winkelhalbierenden von ABCD im Punkt A bzw. im Punkt B auf der Seite C'D
liegt.

e Man konstruiere die Situation mit GeoGebra.

e Man untersuche die Figur auf besondere Eigenschaften und beweise sie.
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