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UBUNG 9

In der Vorlesung am Mittwoch wurde besprochen, wie unsere gewohnten ,, Rechen-
gesetze bzw. Rechenregeln®“ aus der Schule mit den Eigenschaften einer Gruppe
zusammenhéngen, dies aber ohne Torten, Wasserstdnde, Waagen o.4.

Wir wollen nun ausschlieBlich mit Hilfe unserer Definitionen und Eigenschaften,
die wir an Gruppen gestellt haben, viele bekannte Regeln aus der Schule herleiten.
Bevor wir uns an den Speisetisch der ,,Regeln“ setzen, miissen wir Besteck und
einige harmlose Ingredienzien, meist Bezeichnungs- und Abkiirzungskonventionen
bereitstellen, um im Bild zu bleiben (siche unten).

Ihnen wird - wie erwéahnt - dabei auffallen, dass wir einige dieser Regeln schon in
abstrakteren Situationen also allgemein in einer Gruppe (G, %) bewiesen haben.
Ganz bewusst sollen sie sich diese (in einem ,anderen Gewand“) nochmals klar-
machen und unter den neuen Begebenheiten beweisen.

Die sorgfiltige Bearbeitung dieses Ubungsblatts verfolgt das Ziel, ein vertieftes
Versténdnis fiir die Prinzipien der Buchstabenrechnung zu férdern. Dabei soll
deutlich werden, dass sich die gesamte schulische Algebra im Kern auf wenige,
fundamentale und intuitiv nachvollziehbare Rechenregeln zuriickfiithren lasst. Ein
sicheres Beherrschen dieser elementaren Regeln bildet die Grundlage fiir kompeten-
zorientiertes mathematisches Arbeiten —sowohl in der Schule als auch im Studium.

Wir haben bereits festgestellt und nehmen ab nun dieses als Grundlage des Ubungs-
blattes, dass (R, +) und (R*,-) := (R\{0}, ) abelsche Gruppen sind. Wir wissen,
dass die darin involvierten Verkniipfungen ,+“ und ,,-“ auch in gemeinsamen Kon-
texten in der Schule vorkommen, so zum Beispiel beim Vereinfachen des Terms
T(z,y) = (x+vy) - (x+2y) mit z,y € R.

Das Zusammenspiel dieser Verkniipfungen miissen wir organisieren. Dazu definie-
ren wir, wie auch am Mittwoch in der Vorlesung kurz besprochen wird, eine neue
Grundregel, ndmlich (G5).

Definition [Distributivgesetz]
(G5) (R,+) und (R*,-) erfiillen das Distributivgesetz, d.h.

VabceR :a-(b+c)=(b+c)-a=(a-b)+(a-c).
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Es folgen weitere iibliche Definitionen bzw. Abkiirzungen

Definition|[Bezeichnungen fiir neutrale und inverse Elemente]
Wir definieren

e Das neutrale Element e in (R, +) bezeichnen wir mit 0, also e = 0.
e Das neutrale Element e in (R*,-) bezeichnen wir mit 1, also e = 1.

e Das zu a inverse Element o' in (R, +) bezeichnen wir mit (—a), also

a = (—a).

e Das zu a inverse Element o’ in (R*,-) bezeichnen wir mit a™!, also o’ =
-1
at.

Die letzten Abkiirzungen definieren wir durch

Definition[abkiirzende Bezeichnungen]
Wir definieren fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢

a — b =a + <_b) (Minus als Rechenzeichen)

a 1

o — ::a'b_l :a'_,b#o (Briiche)
b b

° 2 .
a4~ = @ * A (Exponenten)

a + b + CcC .= aQa + (b + C) - (a + b) + C (Klammereinsparungsregel)

[ ] abC =a- b cCi=a- (b . C) — (CL . b) * C (Klammereinsparungsregel)
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Es folgen nun die angekiindigten Aufgaben, wobei Begriindungen jeweils zu doku-
mentieren sind, z.B. in der Form

‘ wegen (G1) in (R,+) o

AUFGABE 1
Man beweise:

a) Die neutralen Elemente in (R, +) und (R*:) sind eindeutig bestimmt.

b) Die zu a inversen Elemente in (R, +) und (R*, ) sind eindeutig bestimmyt.

AUFGABE 2 (Invertierungen)
Man beweise:

a) Fiir alle reellen Zahlen a € R gilt: (—(—a)) = a.
b) Fiir alle reellen Zahlen a € R* gilt: ((a™')™!) = a.

AUurGABE 3 (Kiirzungen)
Man beweise:

a) Fiir alle reellen Zahlen a, b, c € R gilt: Aus a + b= a + ¢ folgt b = c.

b) Fiir alle reellen Zahlen a,b,c € R,a,b # 0 gilt: Aus a-b=a - ¢ folgt b = c.

AUFGABE 4
Man beweise:

a) Fiir alle reellen Zahlen a € R gilt: a -0 = 0.

b) Fiir alle reellen Zahlen a € R gilt: (—1) - a = —a.

AUFGABE 5 (Gleichungen)
Man beweise:

a) Fiir alle a,b € R hat die Gleichung a + z = b genau eine Losung, namlich
x:=b—a.
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b) Fiir alle a,b € R* hat die Gleichung a - * =b genau eine Losung, ndmlich

AUFGABE 6 (Vorzeichenregeln)
Man beweise: Fiir alle reellen Zahlen a, b gilt:

a-(=b)=—(a-b).
b) (—a)-(=b) =a-b.

AUFGABE 7 (Annulierungsregel)
Man beweise: Fiir alle reellen Zahlen a, b gilt:

a-b=0«&a=0o0derb=0.

AUFGABE 8 (Bruchrechenregeln)

Man beweise: Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢, d mit b,d # 0 gilt:

&
~—

[oN
N

a ¢ ad+bc
b a7 Td
a ¢ ad—bc
b d bd
a ¢ a-c

b d b-d
a
%:%,C%O.
d
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