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Übung 11
Wir wünschen Ihnen frohe Pfingsten!

Aufgabe 1

Gegeben sei die Folge {an}n∈N :=
{n · (n+ 3)− 4

n2 − 1

}
n∈N

.

Man gebe ein n0 ∈ N so an, dass |an − 1| < ε für alle n > n0 ist, wenn

a) ε = 1
10

b) ε = 1
100

c) ε > 0 ist.

Aufgabe 2
Man beweise:

a) Die Folge {an}n∈N :=
{ n+ 1

3n− 1

}
n∈N

konvergiert gegen
1

3
.

b) Die Folge {an}n∈N :=
{ 2n2

4n2 + 1

}
n∈N

konvergiert.

c) Die Folge {an}n∈N :=
{
1 + (−2)n

}
n∈N

divergiert.

Aufgabe 3
Man beweise: Wenn eine reelle Zahlenfolge {an}n∈N konvergiert, dann ist der Grenzwert ein-
deutig bestimmt.

Aufgabe 4
Wir beginnen mit einer Definition

Definition 0.1. Sei T eine Teilmenge von R.
T heiße nach oben beschränkt genau dann, wenn es eine reelle Zahl c ∈ R so gibt, dass für alle t ∈ T : t ≤ c gilt.
Entsprechend heiße T nach unten beschränkt genau dann, wenn es ein d ∈ R so gibt, dass für alle t ∈ T : d ≤ t
gilt.
T heiße beschränkt genau dann, wenn T nach unten und nach oben beschränkt ist.

a) Man gebe eine nach oben beschränkte unendliche Teilmenge von R an.

b) Man gebe eine beschränkte unendliche Teilmenge von R an.

c) Seien A, B beschränkte Teilmengen von R. Man beweise oder widerlege:
i) A ∪B ist beschränkt.
ii) A ∩B ist beschränkt.
iii) A×B ist beschränkt. Man beachte die Definition 0.1.
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Aufgabe 5

Wir erweitern auf natürliche Weise die obige Definition auf den Begriff einer reellwertigen Funktion f , d.h. eine
Funktion f : T ⊆ R→ R heiße genau dann nach oben beschränkt, wenn ihre Bild- bzw. Wertemenge f(T ) := {y ∈
R | f(x) = y} ⊆ R nach oben beschränkt ist, wenn also gilt:

∃c ∈ R ∀y ∈ f(T ) : y ≤ c, dies ist gleichwertig mit : ∃c ∈ R ∀x ∈ T : f(x) ≤ c.

Entsprechend definiere man „f heiße nach unten beschränkt“ und „f heiße beschränkt“.

Da Folgen spezielle reelle Funktionen sind, lässt sich der Begriff „Beschränktheit“ auch auf Folgen anwenden. . .

Man beweise oder widerlege:

a) Jede reelle Zahlenfolge ist beschränkt.

b) Wenn eine Folge beschränkt ist, dann konvergiert sie.

c) Wenn eine Folge konvergiert, dann ist sie beschränkt.

*****************************************************************************************
Auf Wunsch folgen nun noch einige alte Klausuraufgaben:

Aufgabe

a) Man zeige für alle reellen Zahlen a, b :

max{a, b} = a+ b+ |a− b|
2

und min{a, b} = a+ b− |a− b|
2

b) Man berechne max{a, b} ·min{a, b}.

Aufgabe
Man zeige, dass die Folge {an}n∈N =

{
2n+ 1

n+ 2

}
n∈N

konvergiert.

Aufgabe

Zur Erinnerung: Es gilt R = Q∪(R\Q) und in jedem reellen Intervall findet man sowohl rationale als auch irrationale

Zahlen.

Sei f : R→ {0, 1} mit x 7→ f(x) :=

{
0, für x ∈ Q
1, für x ∈ R \Q

eine Funktion.

a) Man untersuche f auf Injektivität.

b) Man untersuche f auf Surjektivität.
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