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Name/Vorname MtkNr/PO Aufgabe A1 A2 A3 A4 Σ

max. 10 10 10 12 42

err.

Aufgabe 1

a) Man zeige für alle reellen Zahlen a, b :

max{a, b} =
a+ b+ |a− b|

2
und min{a, b} =

a+ b− |a− b|
2

b) Man berechne max{a, b} ·min{a, b}.

Schmierpapier zur Aufgabe 1

Teil a) 6 Punkte

Seien a, b ∈ R

1. Fall: max{a, b} = a.

Dann gilt a ≥ b. Also gilt a− b ≥ 0, also (∗) a− b = |a− b|

Damit gilt

max{a, b} = a =
2a

2
=
a+ b− b+ a

2
=
a+ b+ a− b

2
=
(∗)

a+ b+ |a− b|
2

2. Fall: max{a, b} = b.

Dann gilt b ≥ a. Also gilt a− b ≤ 0, also (∗)b− a = −(a− b) = |a− b|

Damit gilt

max{a, b} = b =
2b

2
=
b+ a− a+ b

2
=
a+ b+ (b− a)

2
=
(∗)

a+ b+ |a− b|
2

1. Fall: min{a, b} = a.

Dann gilt a ≤ b. Also gilt a− b ≤ 0, also (∗) b− a = |a− b|

Damit gilt

min{a, b} = a =
2a

2
=
a+ b− b+ a

2
=
a+ b+ a− b

2
=
a+ b− (b− a)

2
=
(∗)

a+ b− |a− b|
2

2. Fall: min{a, b} = b.

Dann gilt b ≤ a. Also gilt a− b ≥ 0, also (∗) a− b = |a− b|
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Damit gilt

min{a, b} = b =
2b

2
=
b+ a− a+ b

2
=
a+ b− (a− b)

2
=
(∗)

a+ b− |a− b|
2

Teil b) 4 Punkte

Nur : max{a, b} ·min{a, b} = a · b. Dann eine Begründung nach dem Motto . . .

oder:

max{a, b} ·min{a, b} =
a+ b+ |a− b|

2
· a+ b− |a− b|

2
(1)

=
(a+ b)2 − |a− b|2

4
(2)

=
|a|2=a2

(a+ b)2 − (a− b)2

4
(3)

=
a2 + 2ab+ b2 − (a2 − 2ab+ b2)

4
(4)

=
2ab− (−2ab)

4
(5)

=
4ab

4
(6)

= ab(7)
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Reinschrift zur Aufgabe 1
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Aufgabe 2
Man zeige durch einen ε− n0 Beweis, dass die Folge {an}n∈N =

{
2n+ 1

n+ 2

}
n∈N

konvergiert.

Schmierpapier zur Aufgabe 2

Beh.: Es gilt lim
n→∞

{
2n+ 1

n+ 2

}
= 2, d.h.:

z.z. : ∀ε ∈ R>0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N>n0 :

∣∣∣∣2n+ 1

n+ 2
− 2

∣∣∣∣ < ε

Bew.:

Sei ε ∈ R>0.

Wähle n0 :=

⌈
3

ε

⌉
.

Dann ist n0 ∈ N≥1.

Sei n ∈ N mit n > n0.

Dann gilt:∣∣∣∣2n+ 1

n+ 2
− 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2n+ 1− (2n+ 4)

n+ 2

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ 1− 4

n+ 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ −3

n+ 2

∣∣∣∣ =
3

n+ 2
<

3

n
<

3

n0
=

=
3⌈
3

ε

⌉ ≤ 3
3

ε

= ε,

also ingesamt∣∣∣∣2n+ 1

n+ 2
− 2

∣∣∣∣ < ε
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Reinschrift zur Aufgabe 2
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Aufgabe 3
Man zeige durch einen ε − δ Beweis, dass jede lineare Funktion f gegeben durch f(x) =
m · x+ b mit m, b ∈ R und m 6= 0, an jeder Stelle a ∈ R ihres Definitionsbereiches gegen den
Funktionswert an dieser Stelle konvergiert, d.h.

lim
x→a

f(x) = f(a).

Schmierpapier zur Aufgabe 3

Bew.:

Sei f eine lineare Funktion geg. durch f(x) = m · x+ b mit m, b ∈ R und m 6= 0.

Sei a ∈ R.

z.z. : ∀ε ∈ R>0 ∃δ ∈ R>0 ∀x ∈ Uaδ : 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε

Sei ε ∈ R>0.

Wähle δ :=
ε

|m|
.

Dann ist δ ∈ R>0.

Sei x ∈ Uaδ und es gelte

0 < |x− a| < δ

Dann gilt:

|f(x)− f(a)| = |mx+ b− (ma+ b)| = |mx+ b−ma− b| = |m(x− a)| = |m|·|x− a| <

< |m| · δ = |m| · ε

|m|
< ε
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Aufgabe 4

Zur Erinnerung: Es gilt R = Q∪(R\Q) und in jedem reellen Intervall findet man sowohl rationale als auch irrationale

Zahlen.

Sei f : R→ {0, 1} mit x 7→ f(x) :=

{
0, für x ∈ Q
1, für x ∈ R \Q

eine Funktion.

a) Man untersuche f auf Injektivität.

Seien x = 0 und y = 1. Dann sind x, y ∈ Q ⊆ R und x 6= y.

Dafür gilt: f(x) = 0 = f(y).

Also gibt es zu einem Bild unter f zwei verschiedene Urbilder, damit ist f nicht injektiv.

b) Man untersuche f auf Surjektivität.

Nach Definition von f nimmt die Funktion nur zwei Bilder an, nämlich 0 oder 1.

1. Fall. y = 0. Dann wähle x = 0. Dann ist x ∈ Q ⊆ R.
Daher gilt f(x) = f(0) = 0 = y.

2. Fall. y = 1. Dann wähle x = π. Dann ist x ∈ R \ Q ⊆ R.
Daher gilt f(x) = f(π) = 1 = y.

Also gibt es zu jedem Bild unter f ein Urbild, damit ist f surjektiv auf {0, 1}.

c) Man beweise, dass für alle a ∈ R der Grenzwert lim
x→a

f(x) nicht existiert.

Sei a ∈ R.
Wir nehmen an, dass ein Grenzwert g ∈ R existiert, also dass gilt:

∀ε ∈ R>0 ∃δ ∈ R>0 ∀x ∈ Uaδ : 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− g| < ε

Also gibt es für ε := 1
2 ∈ R>0 eine positive reelle Zahl δ so, dass für alle x ∈ Uaδ mit

0 < |x− a| < δ folgt

(∗) |f(x)− g| < 1

2

In der δ−Umgebung von a gibt es stets eine rationale Zahl q so, dass aus (∗) folgt:

|f(q)− g| =
Def. von f

|0− g| = −(−g) = g <
i)

1

2

In der δ−Umgebung von a gibt es aber auch stets eine irrationale Zahl p so, dass aus
(∗) folgt:

|f(p)− g| =
Def. von f

|1− g| < 1

2
,

daraus folgt:

|1− g| < 1

2
⇔ |g − 1| < 1

2
⇔ 1

2
<
ii)
g <

3

2

Aus ii) und i) ergibt sich der Widerspruch:
1

2
< g <

1

2
.
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Reinschrift zur Aufgabe 4


