Europa-Universitit Flensburg — HeSe 25/26 ALGEBRA I UND IHRE DIDAKTIK LORENZEN/LAMPE

UBUNG 5

AUFGABE 1
Seien A und B irgendwelche Aussagen. Wir betrachten nun zunéchst eine Aussage
der Form

(x) (A=X)=Y)=Z,

wobei hier die Variablen X, Y und Z wieder eine der Aussagen A oder B sind, also
mit X,Y,Z € {A, B}. Betrachten wir nun fiir eine Konkretisierung die Belegung
der Variablen in (x) mit X =Y = Z = A, so wird aus obiger Aussage sofort

(1) (A= A)=A)= A

Jetzt ist die Frage, ob wir eine Tautologie erfunden haben. Wir priifen: Ist A
eine wahre Aussage, dann konnen wir mit unserer Kurzschreibweise die Formel
transformieren, es gilt dann

(w=w) = w)=w.

Da wir geméfl unserer Definition fiir die Implikation festgelegt haben, dass wenn
aus einer wahren Aussage eine wahre Aussage folgt eine wahre Aussage ist (kurz
(w = w) < w) kénnen wir nacheinander schreiben

(w=w)=w)=w
& (w=w)=w
& w=w
= w

Das war die erste Tat. Jetzt nehmen wir an, dass die Aussage A eine falsche
Aussage ist. Das kénnen wir auch so A < f schreiben. Dann transformiert sich
die obige Formel zu

(f=H=hH=T

Da wir gemé&fl unserer Definition fiir die Implikation festgelegt haben, dass wenn
aus einer falschen Aussage eine falsche (oder auch wahre) Aussage folgt stets eine
wahre Aussage ist (kurz (f = f/w) < w) kénnen wir nun nacheinander schreiben

(f=nH=nH=f
s (w=f)=>f
& [f=>7
& w

So, nun haben wir mit unserer Analyse der Formel ((A = X) = Y) = Z fiir
den Fall X =Y = Z = A abgeschlossen und koénnen erfreut feststellen, dass sie
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eine Tautologie ist, prima. Ehrlich gesagt, sagt uns schon der gesunde Menschen-
verstand, dass hier eine Tautologie vorliegt, oder? Aber sicher ist sicher ... Jetzt
existieren durch Belegung der Variablen X, Y, Z mit A, B in (*) noch sieben weite-
re Fille, die Sie gern als Ubung im obigen Sinn bearbeiten diirfen, also stellen wir
uns die Frage: Welche der sieben iibrig gebliebenen Formeln (2),(3),...,(8) sind
tautologisch, welche nicht.

AUFGABE 2
Man entscheide, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Es kann direkt
auf dem Zettel eingetragen werden.

Man beurteile folgende Aussagen. | wahr | falsch

dJreN : 5>z

VereN :z <121

VereN :z>—7

VeeN :24+0,9=2+1

VeeZIyeZ:y>x

JyeZVxeZ:y>zx

VieRIyeR: 2=y

VyeRIzeR: 22 =y

VyeRJdreR:z+y=0

dJreRVyeR:24+y=0

VyeZ3IreN:y- -z =2z*

s Y I I A
s I Y I I O

1
VieRIyeR:z-—=1
Y
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AUFGABE 3

Ein Projekt wird als ausgewogen bezeichnet, wenn jede Aufgabe von mindestens
einem Teammitglied erledigt wurde. Ein Projekt wird als einfach bezeichnet, wenn
es mindestens ein Teammitglied gibt, das alle Aufgaben erledigt.

a) Ist jedes einfache Projekt auch ausgewogen?
b) Ist jedes ausgewogene Projekt auch einfach?

Es wird natiirlich eine kurze Begriindung erwartet.

AUFGABE 4

In dieser Aufgabe mochten wir Intervalle detaillierter studieren. Ein Intervall [ ist
eine Teilmenge I C R, die aus allen Zahlen besteht, die zwischen zwei Grenzen
liegen. Die Grenzen koénnen in das Intervall eingeschlossen oder aus dem Intervall
ausgeschlossen werden, so dass fiir eine untere Grenze ¢ € R und eine obere Grenze
d € R vier Arten Intervalle entstehen:

e das offene Intervall (¢,d) = {z | x € Rund ¢ < x und x < d};
e das halboffene Intervall [c,d) = {z | x € R und ¢ < z und z < d};

e das halboffene Intervall (¢,d] = {z | x € R und ¢ < z und x < d};

e das abgeschlossene Intervall [c,d] = {z | x € R und ¢ < z und = < d}.

In der gesamten Aufgabe setzen wir I = [1,13) und J = (6, 21].

| | |
I I I

6 13 21

® O
|

w

1

Das Bild zeigt das halboffene Intervall I als Teilmenge der Zahlengeraden, wobei
der gefiillte Kreis fiir die eingeschlossene untere Grenze und der nicht gefiillte Kreis
fiir die ausgeschlossene obere Grenze stehen mogen.

a) Man zeichne das Intervall J in die Skizze ein und beschreibe I NJ, IU.J und
I'\ J als Intervalle.

Ben behauptet: ,,Das Intervall I besitzt ein kleinstes Element.“ Bens Aussage
ist natiirlich WAHR, schliellich ist 1 die kleinste Zahl des Intervalls. In Formeln
ausgedriickt bedeutet dies: Vy € I: 1 < y. Bens gesamte Aussage lésst sich also in
der folgenden Formel schreiben: dx € I: Vy € I: x < y.
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b) Dora behauptet: ,,Das Intervall J besitzt ein groBtes Element.“ Man schreibe
Doras Behauptung als Formel und gebe an, ob Dora recht hat.

c) Poyraz behauptet: ,Das Intervall J besitzt kein kleinstes Element.“ Man
schreibe Poyraz’ Behauptung als Formel und gebe an, ob Poyraz recht hat.

d) Michael Maniac behauptet: ,,Es gibt ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten
der Liange a und b und einer Hypotenuse der Lénge 25, sodass a € I und
b € J.“ Man schreibe Michael Maniacs Behauptung als Formel. Zudem priife
man seine Behauptung.

AUFGABE 5

Zwei Geschwister erhalten ein wochentliches Taschengeld geméafl der Familienregel:
,Ein Kind bekommt halb so viel Taschengeld, wie es alt ist.“ Theodor ist 6 Jahre
alt und bekommt jede Woche 3 Euro. Seine grofie Schwester Ida ist 8 Jahre alt.

a) Man fiille die Liicke: Ida bekommt jede Woche Euro Taschengeld.

Die Geschwister haben ihr Taschengeld 3 Wochen lang gespart. Somit befinden
sich in Theodors Kinderportemonnaie genau 3 -3 = 9 Euro.

b) Man fiille die Liicke: Ida hat genau Euro in ihrem Portemonnaie.

Ida und Theodor legen ihr erspartes Taschengeld zusammen, um ein Paket Klemm-
bausteine zu kaufen, das als Motiv den Krieg der Sterne hat und 11 Euro kostet.
Wir modellieren den Betrag, den Theodor zum Kauf beisteuert, symbolisch durch
eine Variable a. Aufgrund des begrenzten Budgets ist a keine beliebige Zahl, son-
dern ein Element der Menge A = {0,1,2,3,...,9}, wobei wir der Einfachheit
halber annehmen, dass jedes Kind einen ganzzahligen Betrag gibt. Entsprechend
modellieren wir Idas Beitrag durch eine Variable b und ihr Budget durch eine
Menge B.

c) Man fiille die Liicke: Es ist B =

Die Kaufbedingung modellieren wir als die Aussage
K(a,b): a+b=11.

Nun mochten wir Aussagen studieren, welche wir formalisieren, formulieren, inter-
pretieren und beurteilen konnen. Eine Aussage hat daher verschiedene Inkarnatio-
nen, zum Beispiel sind die drei Aussagen (I), (II) und (III) gleichwertig:

(I) [Formalisierung] Va € A: Vb € B: (K(a,b) A (b=6)) = (a =5).
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(IT) [Formulierung] Wenn zwei Zahlen ¢ € A und b € B sowohl die Gleichung
a + b =11 als auch die Gleichung b = 6 erfiillen, dann ist a = 5.

(IIT) [Interpretation] Wenn Ida zum Kauf des Paketes 6 Euro beisteuert, so muss
Theo einen Restbetrag von 5 Euro bezahlen.

d) Man beurteile, ob die Ausagen (I), (II) und (III) WAHR oder FALSCH sind.

e) Man formuliere, interpretiere und beurteile die folgende formale Aussage:

da € A: 3b € B: K(a,b).

f) Man formalisiere, formuliere und beurteile die folgende interpretative Aus-
sage von Theodor zu Ida: ,Wenn ich 4 Euro gebe und Du den Rest, dann
haben wir beide nach dem Kauf gleich viel Geld {ibrig.*

g) Man erfinde eine Aussage und schreibe sie in verschiedenen Varianten auf.
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