EUF - HeSe 22/23 KLAUSUR ZUR ALGEBRA I UND IHRE DIDAKTIK H. LORENZEN

Name angemeldet eingetragen

Vorname

Matr. Nr.

Aufgabe 1 Aufgabe 2 Aufgabe 3 Aufgabe 4 Summe Note

maximal 10 10 10 12 42

erreicht

Hinweis. Auf Ilhrem Tisch darf nur dieses Papier und ein Stift liegen.

Ubersicht iiber die Aufgaben
AUFGABE 1

a) Man formalisiere und beweise:
Fiir alle natiirlichen Zahlen a > 1 gibt es eine reelle Zahl b > 0 so, dass gilt % - i = %

b) Sei M eine Menge. Man formalisiere und beweise:
Es gilt fiir alle Teilmengen A, B von M: Genau dann, wenn der Schnitt und die Vereinigung der beiden Mengen A, B gleich sind, dann
sind auch die Mengen A, B gleich.

AUFGABE 2
Gegeben ist die folgende Aussage.

Fiir alle Mengen A, B, C gilt: Wenn B C C gilt, dann gilt auch AN B C ANC.

a) Man gebe ein konkretes Beispiel fiir die Richtigkeit der Aussage an.
b) Man beweise die Aussage.
c) Gilt auch die Umkehrung der Aussage? Man beweise die getroffene Entscheidung.

AUFGABE 3
Es seien a und b von null verschiedene reelle Zahlen. Abhéngig von diesen Variablen betrachten wir die folgende Aussage.

Aussage P(a,b) : Es gibt zwei reelle Zahlen z und y, die die Gleichungen

20x + 22y =1,
ar +by =1

erfiillen.

a) Man formalisiere die Aussage P (20, 23) und iiberpriife anschlieRend den Wahrheitswert.
b) Man priife, ob die Aussage P(a,b) fiir alle von null verschiedenen reellen Zahlen a und b WAHR ist (mit Beweis).

AUFGABE 4

Definition. Sei M eine nichtleere Menge und R eine Relation auf M, also R C M X M. Die Relation R heife folgentreu auf M,
wenn fiir alle Elemente a, b, c aus M — verschieden oder nicht — mindestens das Paar (a,b) oder das Paar (b, c) in R ist. Also:

R ist folgentreu auf M :& Va,b,c € M : (a,b) € RV (b,c) € R.

a) Sei M := {1,2,3}. Man begriinde, warum R := {(1,1), (2, 2), (1,2),(2,1), (2, 3), (3,2)} keine folgentreue Relation auf M ist.
b) Man erginze die Relation aus Teilaufgabe a) durch moglichst wenige Elemente so, dass eine folgentreue Relation auf M entsteht.
c) Man zeige, dass jede folgentreue Relation R auf einer nichtleeren Menge M reflexiv ist.

d) Man zeige, dass eine folgentreue und symmetrische Relation auf einer nichtleeren Menge eine Aquivalenzrelation auf M ist.
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AUFGABE 1

a) Man formalisiere und beweise:
Fiir alle natiirlichen Zahlen a > 1 gibt es eine reelle Zahl b > 0 so, dass gilt

I 1 b-1
b a a
b) Sei M eine Menge. Man formalisiere und beweise:
Es gilt fiir alle Teilmengen A, B von M: Genau dann, wenn der Schnitt und die Vereinigung
der beiden Mengen A, B gleich sind, dann sind auch die Mengen A, B gleich.

Kladde
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Reinschrift
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AUFGABE 2
Gegeben ist die folgende Aussage.

Fiir alle Mengen A, B, C gilt: Wenn B C C gilt, dann gilt auch AN B C ANC.

a) Man gebe ein konkretes Beispiel fiir die Richtigkeit der Aussage an.
b) Man beweise die Aussage.

c¢) Gilt auch die Umkehrung der Aussage? Man beweise die getroffene Entscheidung.

Kladde
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AUFGABE 3
Es seien a und b von null verschiedene reelle Zahlen. Abhéngig von diesen Variablen betrachten

wir die folgende Aussage.

Aussage P(a,b) :
Es gibt zwei reelle Zahlen = und y, die die Gleichungen

20x + 22y =1,
axr+by=1

erfiillen.

a) Man formalisiere die Aussage P(20,23) und tiberpriife anschliefend den Wahrheitswert.

b) Man priife, ob die Aussage P(a,b) fiir alle von null verschiedenen reellen Zahlen a und b
WAHR ist (mit Beweis).

Kladde
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AUFGABE 4

Definition. Sei M eine nichtleere Menge und R eine Relation auf M, also R C M x M. Die
Relation R heifse folgentreu auf M, wenn fiir alle Elemente a, b, c aus M — verschieden
oder nicht — mindestens das Paar (a,b) oder das Paar (b,c) in R ist. Also:

R ist folgentreu auf M < Va,b,c € M : (a,b) € RV (b,c) € R.

a) Sei M := {1,2,3}. Man begriinde, warum R := {(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)}
keine folgentreue Relation auf M ist.

b) Man ergianze die Relation aus Teilaufgabe a) durch moglichst wenige Elemente so, dass
eine folgentreue Relation auf M entsteht.

c) Man zeige, dass jede folgentreue Relation R auf einer nichtleeren Menge M reflexiv ist.

d) Man zeige, dass eine folgentreue und symmetrische Relation auf einer nichtleeren Menge
eine Aquivelenzrelation auf M ist.

Kladde
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Kladde
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Kladde
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Kladde



