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Teil 1

Prolog: Messen und Skalieren



Kapitel 1

Messen

In der empirischen Sozialforschung geht es darum, Sachverhalte zu messen. Et-
was technischer ausgedriickt, sprechen wir dann nicht mehr von Sachverhalten,
sondern von Variablen. Variablen zu messen, heifst also, empirisch Daten tiber
die Realitdt zu erheben. Diese Daten weisen eine bestimmte Struktur auf, die
sich als Datenmatrix darstellen ldsst. Wenn wir z.B. an Personen die Sachverhalte
Geschlecht und Niedergeschlagenheit anhand eines Fragebogens (Abbildung 1.1)
messen, lassen sich die erhobenen Daten als Datenmatrix folgendermafen dar-
stellen (Abbildung 1.2):

Falle

Variablen

Werte

Jede Zeile stellt eine befragte Person (Fall) dar. Werden also drei
Fragebogen ausgefiillt, dann beinhaltet die Datenmatrix drei Zei-
len mit jeweils einem Fall. Félle sind Merkmalstrager: Probanden,
Objekte, Lander etc.

Jede Spalte bedeutet eine Frage (Variable). Die Variablen stehen
also fiir Merkmale, Eigenschaften usw., die fiir die Félle erhoben
wurden. Insofern hier exemplarisch den Personen lediglich die zwei
Fragen (nach dem Geschlecht und der Niedergeschlagenheit) gestellt
werden und sonst keine weiteren Merkmale erhoben werden, weist
die Datenmatrix mithin 2 Spalten mit jeweils einer Variable auf.

In den Zellen sind die vercodeten Antworten (Merkmalsauspragun-
gen) einer Person auf die entsprechende Frage. Welcher Code fiir wel-
che Auspréigung steht, muss vorher definiert worden sein. So kénnte
bei der Variable Geschlecht der Wert 1 fiir mannlich stehen und der
Wert 2 fiir weiblich. Fiir die Variable Niedergeschlagenheit konnten
den Antworten folgende Codes zugeordnet sein: O=iiberhaupt nicht,
1=an einzelnen Tagen, 2=an mehr als der Hélfte der Tage, 3=bei-
nahe jeden Tag.

Die Datenmatrix in Abbildung 1.2 zeigt also fiir 9 Befragte (Fille) die Ant-
worten (Werte) auf zwei Fragen (Variablen). So ist bspw. die erste Befragte
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Abbildung 1.1: Fragebogen Geschlecht und Niedergeschlagenheit

Sie sind...
[] mannlich
] weiblich

Wie oft fiihlten Sie sich im Verdauf der letzten 2 Wochen durch
Niedergeschlagenheit, Schwermut oder Hoffnungslosigkeit
beeintrachtigt?

an einzelnen an mehr als der beinahe jeden
iiberhaupt nicht Tagen Hiilfte der Tage Tag keine Angabe
] ] ] ] ]

Abbildung 1.2: Beispiel Datenmatrix zum Fragebogen (Abbildung 1.1)

Geschlecht Depr2
1
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Person eine Frau (Geschlecht=2), die an einzelnen Tagen durch Niedergeschla-
genheit, Schwermut oder Hoffnungslosigkeit beeintréchtigt ist (Depr2=1). Die
zweite befragte Person ist ein Mann, welcher an mehr als der Hdlfte der Tage
von dem abgefragten Symptom betroffen ist.

Die hier exemplarisch dargestellten 9 Messungen der Variablen Geschlecht
und Depr2 ordnen den jeweiligen Sachverhalten Symbole zu'. Messungen re-
sultieren in Variablenwerten, welche als Symbole dargestellte Merkmalsauspra-
gungen sind. Ein essentielles Kriterium fiir Messungen in diesem Sinne ist, dass
die Zuordnung von Symbolen zu Merkmalsausprigungen strukturkonform zu
erfolgen hat. D.h. die Relationen zwischen den Merkmalsauspragungen miissen
durch entsprechende Relationen zwischen den Variablenwerten abgebildet wer-
den (Stevens, 1951). Schauen wir uns als Beispiel die Variable Depr2 an, mit
welcher der Sachverhalt gemessen werden soll, wie oft eine Person an den Sym-
ptomen Niedergeschlagenheit, Schwermut oder Hoffnungslosigkeit leidet. Abbil-
dung 1.1 zeigt die vier substantiellen Antwortmoglichkeiten (von ,iiberhaupt
nicht“ bis ,beinahe jeden Tag) fiir die Befragten, auferdem eine residuale Ant-
wortkategorie (,keine Angabe“). In der Datenmatrix sind als Variablenwerte
nun Codes abgebildet, die jeweils einer bestimmten Antwort auf die entspre-
chende Frage zugeordnet sind. Neben den oben bereits aufgefiihrten Codes fiir
die substantiellen Auspragungen, konnte der residualen Antwortkategorie ,keine
Angabe“ der Code ,,m“ zugeordnet werden. Die Codierung der Auspriagungen
ist hier strukturkonform, weil die Ordnung der substantielle Antworten (von
siberhaupt nicht* bis ,beinahe jeden Tag®) durch die zahlenmifRige Ordnung
der Codes (von 0 bis 3) abgebildet wird. An wie vielen Tagen genau eine Per-
son an den abgefragten Symptomen leidet, geht aus den Variablenwerten nicht
hervor - diese Information wird aber auch nicht abgefragt. Fiir dieses Beispiel
sind mit der Ordnung der Variablenwerte die Merkmalsauspriagungen struktur-
konform abgebildet. Welche Informationen fiir die strukturkonforme Messung
beriicksichtigt werden miissen, wird durch das Skalenniveau der jeweiligen Va-
riable bestimmt (s. ndchstes Kapitel).

ISymbole sind alphanumerische Reprisentationen der jeweiligen Sachverhalte: Zahlen,
Buchstaben, Zeichenketten.



Kapitel 2

Skalieren

Wenn messen also heifst, fiir ein bestimmtes Merkmal die méglichen Ausprigun-
gen mit Symbolen darzustellen, dann hat jede Variable eine Menge von Symbo-
len, welche die moglichen Ausprégungen représentiert. Diese Menge moglicher
Messwerte wird als Skala bezeichnet. Weiterhin wurde im vorangegangenen Ka-
pitel darauf hingewiesen, dass die Messung strukturkonform erfolgen soll. Das
impliziert, dass die Auspriagungen des zu messenden Merkmals in einer bestimm-
ten Relation (=“Struktur) zueinander stehen - und diese Relationen miissen
durch die Skala abgebildet werden. D.h. die Messwerte (Symbole) miissen die
selben Relationen untereinander aufweisen wie die entsprechenden Merkmals-
auspriagungen (empirischen Relative). Unter welchen Aspekten die Relationen
zwischen den Messwerten bestimmt werden kénnen, wird durch das Skalenni-
veau beschrieben.

Dass diese strukturellen Unterschiede als Niveaus bezeichnet werden, héngt
damit zusammen, dass mit den skalen-strukturellen Unterschieden auch Un-
terschiede im Informationsgehalt (hinsichtlich der Relationen der Merkmals-
auspriagungen) verbunden sind. Aufsteigend nach ihrem Informationsgehalt wer-
den vier Skalenniveaus unterschieden: Nominalskala, Ordinalskala, Intervallskala,
und Ratioskala (Stevens, 1946). Skalen mit nominalem Niveau haben also den
geringsten Informationsgehalt, Ratioskalen haben den héchsten Informationsge-
halt.

Auf Nominalskalen konnen die Merkmalsauspriagungen lediglich klassifiziert
werden. Uber die Relation der Merkmalsauspriagungen kann also nur gesagt wer-
den, dass sie nicht gleich sind. Beziiglich der Auspragungsrelationen gibt es hier
lediglich die Information iiber die Verschiedenheit bzw. Gleichheit der Merk-
malsauspragungen. Ein Beispiel ist das Merkmal der Konfession von Personen.
Neben dem Variablenwert, der anzeigt, welche konkrete Konfession eine Person
hat, kann hinsichtlich der Relation der Merkmalsauspragungen lediglich fest-
gestellt werden, ob sich die Konfession einer Person von der Konfession einer
anderen Person unterscheidet oder nicht.

Beim néchsthoheren Skalenniveau, dem Ordinalskalenniveau, kann man schon
etwas mehr iiber die Relationen der Merkmalsauspragungen sagen. Hier weisen
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die Auspragungen némlich eine natiirliche Rangordnung auf. Dabei kommt also
- zusétzlich zur Information der Verschiedenheit von Merkmalsauspriagungen -
die Information zur Reihenfolge hinzu. Als Beispiel soll die Antwortskala der
Variable Depr2 aus dem ersten Kapitel dienen: fiir die Frage ,Wie oft fiihlten
Sie sich im Verlauf der letzten 2 Wochen durch Niedergeschlagenheit, Schwer-
mut oder Hoffnungslosigkeit beeintrachtigt? wurde eine Antwortskala mit den
substantiellen Auspriagungen dberhaupt nicht, an einzelnen Tagen, an mehr als
der Hilfte der Tage, beinahe jeden Tag vorgegeben (Abbildung 1.1), wobei die
zugeordneten Variablenwerte von 0 (=tliberhaupt nicht) bis 3 (=beinahe jeden
Tag) reichen. Mit Blick auf die exemplarische Datenmatrix (ebenfalls Kapitel
1, Abbildung 1.2) kann festgestellt werden, dass die erste befragte Person mit
Depr2=1 an einzelnen Tagen an den abgefragten Symptomen leidet. Die zwei-
te befragte Person leidet an mehr als der Hélfte der Tage (Depr2=2) an diesen
Symptomen, wihrend die dritte befragte Person wieder an einzelnen Tagen (De-
pr2=1) davon betroffen ist. Neben der Information, dass sich die zweite befragte
Person von der ersten und der dritten hinsichtlich dieser Variable unterscheidet,
kann weiterhin festgestellt werden, dass die zweite Person haufiger von den Sym-
ptomen betroffen ist als die erste und die zweite Person. D.h. die Auspragungen
dieser Variable weisen eine natiirliche Reihenfolge bzw. Rangordnung auf, wel-
che auch - strukturkonform (s. Kapitel 1) - durch die jeweiligen Variablenwerte
abgebildet wird.

Auf das Ordinalskalenniveau folgt das Intervallskalenniveau. Fiir die Merk-
malsauspriagungen konkreter Messungen mit derart skalierten Variablen kann
festgestellt werden, ob sie unterschiedlich sind (wie bei einer Nominalskala),
in welcher Reihenfolge sie stehen (entsprechend einer Ordinalskala) - und hin-
zu kommt die Information der Abstédnde zwischen den Werten. Die Absténde
zwischen den Merkmalsauspragungen intervallskalierter Variablen haben eine
Bedeutung, welche durch die zahlenméfige Differenz der Variablenwerte genau
wiedergegeben wird. Beispiel: die Grad-Celsius-Temperaturskala. Wird in einem
Raum eine Temperatur von 18°C gemessen und in einem anderen Raum eine
Temperatur von 24°C, dann koénnen folgende Informationen daraus ermittelt
werden: a) die Temperatur in dem einen Raum ist anders als die Temperatur
in dem anderen Raum (Unterschiedlichkeit); b) in dem Raum mit 24°C ist es
wirmer als in dem Raum mit 18°C (Rangordnung); ¢) dariiber hinaus kann
genau angegeben werden, wie grofs der Temperaturunterschied ist, dass es also
in dem Raum mit 24°C um 6°C wéarmer ist als in dem Raum, in welchem die
Temperatur 18°C betrégt.

Den grofiten Informationsgehalt hat das Ratioskalenniveau. Derartige Skalen
haben - neben allen Informationen, die eine Intervallskala aufweist (Unterschied-
lichkeit, Reihenfolge, und Abstande der Auspridgungen) - einen absoluten und
natiirlichen Nullpunkt mit entsprechender Bedeutung. Die Skalenwerte entstam-
men der Menge der nicht-negativen rationalen Zahlen, wobei per definitionem
die Null der Anfang einer solchen Skala ist. Hier kann ebenfalls eine Tempe-
raturskala als Beispiel dienen - ndmlich die Kelvin-Skala. Der relevante Unter-
schied zur Grad-Celsius-Temperaturskala ist der, dass 0 Kelvin die Bedeutung
hat, dass es keine kiltere Temperatur geben kann - das ist physikalisch un-
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Tabelle 2.1: Skalenniveaus und erlaubte Operationen mit den jeweiligen Werten

Operationen mit Merkmalsausprigungen

Rangfolge Differenzen
(,Ordnung“)  (,Intervalle¥) Verhéltnisse

Skalenniveau bestimmbar bestimmbar bestimmbar Daten
Nominal - - - kategorial
Ordinal v - - kategorial
Intervall v v - metrisch
Ratio 4 v v metrisch

moglich. Dagegen ist 0°C mehr oder weniger beliebig - jedenfalls nicht absolut.
,,Absoluter Nullpunkt“ bedeutet eben, dass es keinen Wert kleiner als Null gibt.

Tabelle 2.1 zeigt die Operationen, welche mit den Werten der jeweiligen
Skalenniveaus unter inhaltlichem Aspekt erlaubt sind. Hier kann ein erneuter
Blick auf den Unterschied zwischen Intervall- und Ratioskala - wieder reprasen-
tiert durch die Grad-Celsius- und die Kelvin-Skala respektive - erhellend sein.
Allgemein formuliert trifft auf beide Skalen zu, dass mit den jeweiligen Wer-
ten gerechnet werden kann - und zwar inhaltlich sinnvoll interpretierbar. Al-
lerdings gibt es Differenzen zwischen beiden Skalen, welche Rechenoperationen
erlaubt sind. Intervall-bestimmende Rechenoperationen (Subtraktion, Addition)
sind mit den Werten beider Skalenniveaus erlaubt (s. Beispiel oben: Tempera-
turunterschiede). Relation-bestimmende Rechenoperationen (z.B. das Ermitteln
von Anteilen durch Division) diirfen jedoch lediglich mit den Werten einer Ra-
tioskala durchgefithrt werden. So kann z.B. die Frage, welche Temperatur, ge-
messen in Grad-Celsius, doppelt so warm ist wie 2°C nicht mit arithmetischen
Mitteln beantwortet werden. Ubersetzt in eine mathematische Operation ent-
spricht ,doppelt-so-viel“ der Multiplikation mit 2. Das Ergebnis wird durch eine
Relation bestimmt: ,doppelt-so-viel” ist ,zwei-mal-so-viel“. Jedoch ist 4°C (=2
mal 2°C) eben nicht doppelt so warm wie 2°C, weil die Grad-Celsius-Skala keine
Ratioskala ist und somit keinen natiirlichen Nullpunkt besitzt, welcher als die fiir
eine Relation notwendige Referenz dienen kann. Hingegen ist bei einer Kelvin-
Skala diese Bestimmung einer Relation erlaubt: 4K ist doppelt so warm wie 2K.
Noch eindriicklicher ist hier womdoglich der (unzuléissige) Versuch, mit arithme-
tischen Mitteln zu bestimmen, welche Temperatur auf der Grad-Celsius-Skala
doppelt so warm ist wie -4°C. -8°C (= 2 mal -4°C) ist sogar kélter als -4°C! Auf
der Kelvin-Skala gibt es hingegen keine negativen Temperaturwerte (ansonsten
wire die Temperatur von 0K keine natiirlicher Nullpunkt).

Die Daten nominal- und ordinal-skalierter Variablen werden als kategori-
al bezeichnet; Daten von intervall- und ratio-skalierten Variablen sind metrisch.
Die Skala kategorialer Variablen ist immer diskret; d.h. zwischen zwei beliebigen
(aber verschiedenen) Skalenwerten kann die Variable eine abzéhlbare (nicht un-
endliche) Anzahl unterschiedlicher Werte annehmen. Metrische Variablen kén-
nen hingegen diskret oder stetig sein, wobei stetig bedeutet, dass zwischen zwei
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Tabelle 2.2: Fragen aus dem PHQ (Gesundheitsfragebogen fiir Patienten)
Wie oft fiihlten Sie sich im .. 2) An
Verlauf der letzten 2 Wochen (0) Uber- (1) An rr(lel)lr als (3)
. B — haupt einzelnen . Beinahe
durch die folgenden . der Hilfte | .
Beschwerden beeintrachtigt? nicht Tagen der Tage jeden Tag
Wenig Interesse oder Freude - - - -
an IThren Tatigkeiten
Niedergeschlagenheit,
Schwermut oder O a O O
Hoffnungslosigkeit
Schwierigkeiten ein- oder
durchzuschlafen oder O O a O
vermehrter Schlaf
Miidigkeit oder Gefihl, keine
FEnergie zu haben = = - =

beliebigen Skalenwerten theoretisch unendlich viele verschiedene Werte liegen.

In den Sozialwissenschaften werden haufig Daten transformiert, d.h. die Wer-
te einer Variable werden in Werte einer anderen Variable verdndert. Hat dabei
die Zielvariable ein anderes Skalenniveau als die urspriingliche Variable, muss
beachtet werden, dass eine derartige Datentransformation nur durch Reduktion
des Informationsgehalts erlaubt ist. D.h. das Skalenniveau der Zielvariable muss
gleich oder niedriger dem Skalenniveau der urspriinglichen Variable sein.

2.1 Operationalisieren und Skalieren

In den Sozialwissenschaften hat man es oft mit Merkmalen zu tun, die nicht
direkt gemessen werden kénnen. Entsprechende Variablen werden als latent be-
zeichnet - in Abgrenzung zu manifesten Variablen, welche direkt gemessen wer-
den kénnen (Opp, 2013). Um latente Merkmale dennoch empirisch zugénglich
zu machen, miissen diese operationalisiert, d.h. indirekt gemessen werden. Neh-
men wir z.B. das Merkmal ,,Depression” mit den Auspriagungen ,.ja“ (liegt vor)
und ,nein“ (liegt nicht vor). Untersuchungsobjekten (Personen) eine bestimmte
Auspragung der Eigenschaft Depression zuzuschreiben bedeutet: fiir konkrete
Personen zu messen, ob sie eine Depression haben oder nicht. Nun kann man
das Vorliegen einer Depression aber nicht direkt messen; es gibt kein Teststreifen
oder Ahnliches. Das Merkmal Depression ist also latent. Die Operationalisierung
als (indirekte) Messbarmachung bedeutet nun, das latente Merkmal auf mani-
feste, d.h. unmittelbar messbare, Sachverhalte zu reduzieren.

Zur Demonstration soll der Gesundheitsfragebogen PHQ (Kroenke et al.,
2001) herangezogen werden. Das zweite Item dieses Fragebogens (,Niederge-
schlagenheit, Schwermut oder Hoffnungslosigkeit) wurde hier bereits exempla-
risch verwendet. Der komplette PHQ-Fragebogen umfasst 9 Items, welche in
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der Summe Depression diagnostizieren sollen. Zur Veranschaulichung geniigt
der Riickgriff auf lediglich 4 Items, welche als Indikatoren fiir Depression fun-
gieren; d.h. Depression wird auf die Items als manifeste Variablen reduziert.
Diese Reduktion erschopft sich allerdings nicht mit der Messung jener manifes-
ter Sachverhalte, die mit den Items jeweils abgefragt werden. Immerhin ist es
hier das beispielhafte Ziel, eine latente Variable zu messen - nicht vier mani-
feste Variablen. Die Messung der vier Indikatoren ist lediglich ein erforderlicher
Schritt dabei. Letztlich bedarf es aber noch einer Vorschrift, wie die vier ein-
zelnen Messwerte der Indikatoren zu einem Messwert fiir die latente Variable
Depression zusammengefasst werden. Eine solche Vorschrift wird als operationa-
le Definition bezeichnet und konnte hier lauten: ,Wenn mindestens zwei der hier
aufgefiihrten Sachverhalte an mindestens der Hélfte der Tage auftreten, dann
hat die betreffende Person eine Depression*.

Mit ihrer konkreten operationalen Definition wird eine latente Variable gleich-
sam skaliert. Fiir das eben besprochene Beispiel formuliert die operationale De-
finition eine Bedingung, die - insofern sie erfiillt ist - darauf verweist, dass eine
Depression vorliegt; ist die Bedingung nicht erfiillt, liegt auch keine Depression
vor. Die operationale Definition fiihrt hier also dazu, dass die latente Variable
durch eine nominal skalierte Variable mit den Auspréagungen ,Depression liegt
nicht vor” und ,Depression liegt vor* reprasentiert wird.
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Deskriptive Statistik
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Kapitel 3

Univariate Verteilungen

3.1 Univariate Verteilungen

Die Aufgabe der univariaten deskriptiven Statistik ist das Beschreiben der Da-
ten mit Zahlen. Es soll eine iibersichtliche Darstellung der wesentlichen in den
erhobenen Daten enthaltenen Informationen erreicht werden. Dabei bedeutet
sunivariat®, dass die untersuchten Variablen jeweils einzeln fiir sich betrachtet
werden. Es geht also hier noch nicht um Zusammenhénge zwischen Variablen.

Wenn in der univariaten deskriptiven Statistik von Verteilungen die Rede
ist, dann sind damit Haufigkeitsverteilungen gemeint. Die (Haufigkeits-) Vertei-
lung einer Variable ist die Anzahl des Vorkommens der Merkmalsauspragungen
(Variablenwerte) der jeweiligen Variable. Die Darstellung univariater Haufig-
keitsverteilungen kann in Haufigkeitstabellen oder grafisch erfolgen.

Prinzipiell konnen Haufigkeitstabellen unabhéngig vom Skalenniveau einer
Variable erstellt werden - jedoch wird diese Statistik nur fir Merkmale mit einer
nicht zu grofien, iberschaubaren Anzahl von Merkmalsausprdgungen empfohlen,
i.d.R. mithin fiir diskrete Skalen.

Die absolute Hdaufigkeit der Merkmalsauspragung j des Merkmals X sei
durch

f(X=3)

angegeben. Die relative Haufigkeit gibt den Anteil der Falle an, welche diese
Merkmalsauspriagung aufweisen:

(X =y
p(X=j)= ( )
n
wobei n die Anzahl aller Fille mit Messwerten fiir die jeweilige Variable X
ist.
Ist die Variable mindestens ordinal skaliert (Kapitel 2), ist weiterhin die
Bestimmung der kumulierten Hdufigkeiten moglich, d.h. das Aufsummieren der

Héufigkeiten von Merkmalsauspragungen, die kleiner oder gleich j sind.

14
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Tabelle 3.1: Haufigkeitsverteilung Depression

Depression f %
Nein 889 77.24
Ja 262 22.76

n 1151

Datenquelle: GRD (Schmidl, 2014).

Die kumulierten absoluten Hdiufigkeiten ergeben sich also mit

FX <= > f(X=k

k=min(x)

und die kumulierten relativen Hdufigkeiten mit

p(X <)) = fX<9)
n

Als Beispiel fiir eine in einer Haufigkeitstabelle dargestellten Verteilung grei-
fen wir als erstes auf die in Abschnitt 2.1 exemplarisch operationalisierte Va-
riable Depression zuriick. Die dichotome Skala dieser Variable umfasst die Aus-
pragungen ,Nein“ (Depression liegt nicht vor) und ,Ja“ (Depression liegt vor),
ihr Skalenniveau ist somit nominal®.

Tabelle 3.1 stellt die Haufigkeitsverteilung der Variable Depression tabella-
risch dar. Weil die Variable nominal skaliert ist, ist die Reihenfolge der Merk-
malsauspragungen in der Tabelle beliebig. Daher kénnen hier auch keine kumu-
lierten Haufigkeiten sinnvoll angegeben werden. Die relativen Haufigkeiten sind
als Prozente (=relative Hiufigkeit multipliziert mit 100) wiedergegeben.

Ordinales Skalenniveau hat hingegen eine Variable, die das Item aus dem
PISA 2015 Lehrerfragebogen (OECD, 2015) mit der Frage ,What is your cur-
rent employment status as a teacher? abbildet (Employment status). Die ent-
sprechende Antwortskala ist: 1=Part-time (less than 50% of full-time hours),
2=Part-time (50-70% ), 3=Part-time (71-90%), 4=Full-time (more than 90%).
Daher kann die entsprechende Héaufigkeitstabelle (Tabelle 3.2) auch die kumu-
lierten relativen Haufigkeiten enthalten.

Als letztes Beispiel fiir eine tabellarische Darstellung der Haufigkeiten sei
die Variable Aquivalenzhaushaltseinkommen (gemessen in der Einheit Euro)
verwendet. Die so gemessenen Daten sind metrisch und ratio-skaliert. Insofern
diese Variable in der Praxis als stetig charakterisiert wird, ist das Anlegen einer
Héufigkeitstabelle ohne weitere Mafinahmen nicht addquat. Jedoch ist eine Klas-
sierung - d.h. eine Gruppierung der Daten in Messwertklassen - mdoglich. Das
Klassieren einer metrischen Variable bedeutet die Transformation in ordinales

1Eine Skala wird als dichotom bezeichnet, wenn sie genau zwei Ausprigungen umfasst. Das
Skalenniveau dichotomen Variable ist immer nominal.
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Tabelle 3.2: Haufigkeitsverteilung Employment status

Employment status f % kum. %
Part-time <50% 3618 4.16 4.16
Part-time 50-70% 5573 6.41 10.57
Part-time 71-90% 5194 5.97 16.54
Full-time >90% 72611 83.46 100

n 86996

Datenquelle: PISA 2015 (OECD, 2015).

Tabelle 3.3: Haufigkeitsverteilung Aquivalenzhaushaltseinkommen

Aquivalenzhaushaltseinkommen f % kum. %
bis unter 1000 € 345 28.09 28.09
1000 € bis unter 2000 € 632 51.47 79.56
2000 € bis unter 3000 € 209 17.02 96.58
3000 € bis unter 4000 € 35 2.85 99.43
4000 € oder mehr 7 0.57 100
n 1228

Datenquelle: GRD (Schmidl, 2014).

Skalenniveau; filir entsprechend transformierte Variablen ist dann die Darstel-
lung der H&ufigkeitsverteilung in einer Tabelle angemessen. Tabelle 3.3 zeigt
tabellarisch die (fiktive) Haufigkeitsverteilung des Aquivalenzhaushaltseinkom-
mens.

Die grafische Darstellung einer Haufigkeitsverteilung ist ebenfalls abhéngig
vom Daten- bzw. Skalenniveau (Tabelle 2.1). Die Verteilung kategorialer Daten
(nominal oder ordinal skalierter Variablen) sollte in Balkendiagrammen ver-
mittelt werden, fiir metrische Daten (intervall- oder ratio-skalierte Variablen)
ist hingegen das Histogramm die geeignete Visualisierung. In einem Balkendia-
gramm wird jeder Variablenwert mit einem Balken dargestellt, welcher von den
anderen Balken im Diagramm abgetrennt ist. Dagegen stoflen die Balken in ei-
nem Histogramm aneinander. Die Werte stetig-skalierter Variablen werden fiir
die Verwendung in einem Histogramm zu Messwertklassen zusammengefasst -
allerdings nur fiir die grafische Darstellung; die metrischen Daten behalten ihr
urspriingliches Skalenniveau und werden nicht ordinal re-skaliert. Abbildung 3.1
und Abbildung 3.2 zeigen beispielhaft die Verteilung der Variablen Depression
(als Balkendiagramm) und Aquivalenzhaushaltseinkommen (als Histogramm)
respektive.

Fiir mindestens ordinal skalierte Variablen ist die Form ihrer Verteilung hin-
sichtlich der Anzahl der Gipfel, Schiefe, und Wélbung charakterisierbar. Beziig-
lich der Anzahl der Gipfel werden {iblicherweise Verteilungen mit einem, zwei,
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Abbildung 3.1: Balkendiagramm der Haufigkeitsverteilung Depression
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Datenquelle: GRD (Schmidl, 2014).

Abbildung 3.2: Histogramm der Verteilung Aquivalenzhaushaltseinkommen,
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Datenquelle: GRD (Schmidl, 2014).
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oder mehreren Gipfeln unterschieden und entsprechend als unimodal, bimodal,
oder multimodal respektive bezeichnet. Schiefe und Wélbung lassen sich sinn-
voll nur fiir unimodale Verteilungen interpretieren. Dabei gibt die Schiefe die
Abweichung einer zum Gipfel symmetrischen Verteilungsform an. Eine Haufig-
keitsverteilung ist demnach dann symmetrisch, wenn der Gipfel in der Mitte
liegt; asymmetrische Verteilungsformen werden als ,schief* bezeichnet. Die re-
lative Hohe des Gipfels wird durch die Wolbung beschrieben: demnach ist die
Verteilungsform ,schmal“, wenn extremale Werte sehr selten vorkommen und
somit der ,,Hohenunterschied“ zwischen Gipfel und ,, Tal* sehr grof ist; ist dieser
Unterschied hingegen klein, so spricht man von einer ,flachen* Verteilungsform.
Die Form der Haufigkeitsverteilung des Aquivalenzhaushaltseinkommens (Tabel-
le 3.3 und Abbildung 3.2) kann hier beispielhaft als unimodal, (rechts-) schief,
und schmalgipflig umschrieben werden.

3.2 Mittelwerte

Mittelwerte (auch als ,Lagemafe” bezeichnet) kennzeichnen die zentrale Lage
bzw. zentrale Tendenz einer Verteilung. Vier Mittelwerte sollen im Folgenden
vorgestellt werden: Modalwert (D), Median (Z), arithmetisches Mittel (Z), har-
monisches Mittel (Z ).

Der Modalwert D ist geeignet fiir Merkmale mit einer nicht zu grofen, iber-
schaubaren Anzahl von Merkmalsausprigungen, i.d.R. fir kategoriale Daten; er
bezeichnet die Kategorie mit der grofiten Haufigkeit bzw. den am héufigsten auf-
tretenden Messwert einer Verteilung. Mehrere Modalwerte bei einer Verteilung
sind moglich - z.B. zwei Modalwerte in einer bimodalen Verteilung. Der Modal-
wert kann interpretiert werden als der Wert einer Variable, der ,am ehesten” zu
beobachten ist. Er ist unempfindlich gegeniiber Ausreifiern (extremen Werten
mit geringer Haufigkeit), jedoch relativ unzuverldssig in Wertebereichen grofter
Dichte bzw. bei flachen Verteilungsformen. Die Dichte eines Werte-Intervalls
in der Verteilung einer metrischen Variable ist durch die kumulierte relative
Héufigkeit innerhalb dieses Intervalls gegeben. Bereiche grofer Dichte sind also
Intervalle, in denen die auf der Skala benachbarten Werte eine &hnlich grofse
Hé&ufigkeit aufweisen. Die Gleichverteilung ist eine extreme Variante einer der-
art flachen Verteilung, an welcher die Unzuverléssigkeit des Modalwertes bei
solchen Verteilungen demonstriert werden kann. Eine Gleichverteilung liegt vor,
wenn alle Messwerte mit der gleichen Haufigkeit vorkommen. Angenommen, es
wurden bei 100 Fillen 10 verschiedene Werte jeweils 10 mal gemessen: dann
hat diese Verteilung 10 Modalwerte. Wenn jedoch jeder Wert ein Modalwert ist,
dann l&sst sich diese Information kaum mit Mehrwert interpretieren. Allerdings
kommen vollsténdig gleich-verteilte Variablen selten vor - jedenfalls seltener
als anndhernd gleich-verteilte Variablen. Unzuverlédssigkeit von Modalwerten
meint nun, dass bei solchen flach- bzw. annéhernd gleich-verteilten Variablen
nur geringfiigige Verdnderungen der Héufigkeiten zu beachtlichen Unterschie-
den beziiglich der Lage der Modalwerte fiihren konnen. Abschlieffend sei darauf
hingewiesen, dass der Modalwert empfindlich gegeniiber den Klassengrenzen



KAPITEL 3. UNIVARIATE VERTEILUNGEN 19

gruppierter Daten ist. D.h., dass sich die Entscheidung, welche Werteinterval-
le ggf. zu Klassen zusammengefasst werden, auf die Lage des Modalwerts oder
der Modalwerte auswirkt. Ungeachtet dieser Vorbehalte ist der Modalwert fiir
eingipflige und nicht zu flache Verteilungen ein brauchbarer und anschaulicher
Mittelwert, indem er auf den Verteilungsgipfel zeigt. Dariiber hinaus ist der
Modalwert das einzige addquate Lagemafs fiir nominal skalierte Variablen.

Fiir die Variable Employment status (mit der Verteilung aus Tabelle 3.2)
ist der Modalwert D = 4 (Full time >90%) - die Antwortkategorie mit der
im Vergleich zu den anderen Antwortmoglichkeiten groften Haufigkeit (f =
72611=83.46%).

Ist eine Variable mindestens ordinal skaliert, dann kann der Median Z als ad-
dquater Mittelwert bestimmt werden. Voraussetzung dafiir ist ndmlich, dass sich
die Beobachtungswerte x; in einer Rangreihe (nach der Grofe der Variablenwer-
te) ordnen lassen?. Der Median ist nun der ,mittlere Beobachtungswert, der die
Rangreihe ,halbiert®; also der 50%-Punkt. Bei einer einer ungeraden Anzahl von
n Féllen ist der Median der Beobachtungswert mit dem Rang Rg (med) = %‘H,
fiir n gerade ist der Median das arithmetische Mittel der ,mittleren* Beobachtun-
gen (,Interpolation®) mit den Réngen Rg (medy) = § und Rg (med.) = § + 1.
Oberhalb und unterhalb des Medians befinden sich gleich viele Beobachtungs-
werte.

TRg(med) fiir n ungerade
Z =
+ZRg(medc)

2

:ERg(rnedf)

flir n gerade

Interpretiert werden kann der Median als zentraler Wert bei mindestens or-
dinal skalierten Variablen. Er gibt - unempfindlich gegeniiber Ausreiffern - das
Zentrum der Verteilung an. Wird der Median fiir metrische Daten ermittelt,
zeigt sich zudem seine Minimaleigenschaft beziiglich der absoluten Abweichun-

n

gen zu den Beobachtungswerten: > |x; — (| — min hat die Losung ¢ = Z.

Exemplarisch fiir die Bestimmzurig des Medians verwenden wir hier die Da-
ten der Variable Aquivalenzhaushaltseinkommen. Die Haufigkeitsverteilung in
tabellarischer Form (Abbildung 3.1) - ergénzt um die Rangpldtze der Beob-
achtungswerte - liefert Tabelle 3.4. Weil hier eine gerade Anzahl von Féllen
beobachtet wurde, miissen die Rangplédtze der beiden mittleren Félle ermittelt
werden: Rg(meds) = 2 = 1228 = 614 und Rg (med.) = % + 1 = 615. Bei-
de Rangplitze fallen in die Kategorie [1000,2000)(’1000 € bis unter 2000 €’),
mithin ist diese Kategorie die Medianklasse: Z = [1000,2000). Mit den Infor-
mationen der Haufigkeitstabelle ist auch eine Schnellbestimmung mdéglich, da in
der Medianklasse die kumulierten 50% liegen.

2Wihrend die Skalenwerte die moglichen Messwerte einer Variable sind, handelt es sich bei
den Beobachtungswerten um die fiir die Falle tatsachlich gemessenen Werte der entsprechen-
den Variable. Der Beobachtungswert x; ist also der Wert der Variable X, welcher fiir den Fall
i gemessen wurde.
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Tabelle 3.4: Haufigkeitsverteilung und Rénge der Beobachtungswerte von Aqui-

valenzhaushaltseinkommen

Aquivalenz-

haushalts-

einkommen
(in €) f % kum. % kum. f Rangplitze
1: [0,1000) 345 28.09 28.09 345 1...345
2: 1000, 2000) 632 51.47 79.56 977 346...977
3:[2000, 3000) 209 17.02 96.58 1186 978...1186
4: [3000, 4000) 35 2.85 99.43 1221 1187...1221
5: [4000, 00) 7 0.57 100 1228 1222...1228

n 1228

Datenquelle: GRD (Schmidl, 2014).

Das arithmetische Mittel T kann fir metrisch skalierte Variablen berechnet

werden. Es ergibt sich als Summe der singuldren Messwerte x; geteilt durch die
Anzahl der Falle.

_ rmtzt.. oty 1
I= - fnsz

n
Mit der Eigenschaft > (x; — &) = 0 ldsst sich das arithmetische Mittel als
i=1

im

Schwerpunkt der jeweiligen Verteilung interpretieren. Aussagekréftig als ,,Mitte*

der Verteilung ist dieser Kennwert jedoch lediglich fiir eingipflige und symme-

trische Verteilungen. Zudem ist das arithmetische Mittel empfindlich gegeniiber

Ausreifiern. Eine wichtige statistische Eigenschaft ist die Minimaleigenschaft be-
n

ziiglich der quadratischen Abweichungen: » (z; — ¢ )2 — min hat die Losung

i=1
(=1
Die folgende Liste mit Klausurergebnissen einer Gruppe von Studierenden
(n = 11) in einer Statistik-Klausur ist die Datenbasis fiir eine beispielhafte
Berechnung des arithmetischen Mittels.

Student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11
Punkte Statistik | 39 | 34 | 31 | 48 | 46 | 23 | 17 | 12 | 16 | 28 | 10

39+34+31+48+46+23+17+124+16+28+10
11
Die Gruppe von Studierenden hat in der Statistik-Klausur eine durchschnitt-
liche Punktzahl von z = 27.6.
Ein addquater Mittelwert fiir ratio-skalierte Variablen kann (neben dem
arithmetischen Mittel und dem Median) das harmonische Mittel Ty sein - nam-
lich dann, wenn die Messwerte Quotienten sind.

T = = 27.6364
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Tabelle 3.5: Haushaltseinkommen pro Kopf, fiktive Datenreihe 1

Haushalts- Haushaltseinkommen
einkommen (Y) Haushaltsgrofie (K) pro Kopf (X)

3448 3 1149.33
3045 3 1015.00
3554 2 1777.00
2124 2 1062.00
3427 4 856.75
2709 1 2709.00
2216 3 738.67

_ n

TH =

=

1
T
1 T

-
Il

Es sei die Variable X ein Quotient aus der ratio-skalierten Variable Y im
Zahler und der metrischen Variable K im Nenner. Das Haushaltseinkommen
pro Kopf (X) ist eine derartige Variable mit dem Haushaltseinkommen (Y")
als Zahler und der Haushaltsgrofe, d.h. der Anzahl der im Haushalt lebenden
Personen (K), im Nenner: ; = j*. Tabelle 3.5 enthilt die Daten fiir das Beispiel.

Das %rithmetische Mittel hier ist
5= % Zl z; = 1149.33+1015+1777+10$2+856.75+2709+738.67 — 13929.68. Problema-

tisch ist das arithmetische Mittel hier dann, wenn es um das durchschnittliche
verfiighare Einkommen von Personen geht. In diesem Beispiel wird mit dem
arithmetischen Mittel allerdings das pro-Kopf-Einkommen von Haushalten ge-
mittelt. Dabei wird nicht beriicksichtigt, wie viele Personen denn von dem je-
weiligen pro-Kopf-Einkommen leben. Eine statistische Korrektur ist mit einem
gewichteten arithmetischen Mittel erzielbar:

Zyi
—  _ i=1 _ 3448+3045+355442124+34274+2709+2216 __ 20523 __
Ty = Zk = 3131215047113 = 55 = 1140.17. Der Vor-

i=1

teil gegeniiber dem (ungewichteten) arithmetischen Mittel ist, dass die Haus-
haltsgrofsen mit in die Berechnung einbezogen werden. Die Nachteile sind: fiir
die Variablen Y und K miissen die jeweiligen Messwerte vorliegen. Zudem rea-
giert das gewichtete arithmetische Mittel auf die konkreten Werte von Y und K.
D.h., dass z.B. fiir eine identische X-Datenreihe von Quotienten - welcher jedoch
andere Y- und K-Datenreihen von Zahlern und Nennern respektive zugrunde
liegen - ein anderes gewichtetes arithmetisches Mittel berechnet werden konnte.
Diese Reaktion des gewichteten arithmetischen Mittels auf die Y- und K-Werte
sei beispielhaft mit Datenreihe 2 (Tabelle 3.6) illustriert, bei welcher die X-
Werte identisch mit jenen von Datenreihe 1 sind: Z(2),, = w = 1198.40.

Die Reaktivitédt des gewichteten arithmetischen Mittels ist insofern proble-
matisch, weil ein Mittelwert fiir die Variable X gefragt ist, und das gewichtete
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Tabelle 3.6: Haushaltseinkommen pro Kopf, fiktive Datenreihe 2

Haushalts- Haushaltseinkommen
einkommen (Y) Haushaltsgrofie (K) pro Kopf (X)
5746.67 5 1149.33
3045.00 3 1015.00
5331.00 3 1777.00
4248.00 4 1062.00
4283.75 5 856.75
8127.00 3 2709.00
5170.67 7 738.67

arithmetische bei gleichen X-Werten - aber anderen Y- und K-Werten - einen
anderen Mittelwert liefert. Dariiber hinaus sind die fiir das gewichtete arith-
metische Mittel notwendigen Informationen - nidmlich die Messwerte fiir die
Variablen Y und K - nicht unbedingt in den Daten vorhanden. Dieser Problem-
komplex wird durch das harmonische Mittel behoben. Mit dem harmonischen
Mittel wird beriicksichtigt, dass es sich bei den Messwerten der Variable X um
Quotienten handelt. Zudem sind dafiir lediglich die Messwerte von X erforder-
lich; insofern die Messwerte fiir Y und K unberiicksichtigt bleiben, kann das
harmonische Mittel nicht darauf reagieren. Das harmonische Mittel der Varia-
ble X ist sowohl fiir Datenreihe 1 als auch fiir Datenreihe 2 (mit identischen
X-Werten in Tabelle 3.5 und Tabelle 3.6 respektive):

7

Ty = — = 1120.04

1 1 1 1 1 1
1149.33 + 1015 + 1777 + 1062 + 856.75 + 2709 + 738.67

Fin Nachteil des harmonischen Mittels ist, dass es inhaltlich etwas schwerer
zu interpretieren ist als das gewichtete arithmetische Mittel. Fiir das hier her-
angezogene Beispiel des Haushaltseinkommens pro Kopf beschreibt das harmo-
nische Mittel das durchschnittliche verfiigbare Einkommen von Personen, wenn
ein bestimmtes (konstantes) Einkommen auf diejenige Anzahl von Personen
verteilt werden miisste, die sich aus dem empirischen pro-Kopf-Einkommen der
Haushalte ergibt3. Somit gilt, dass harmonisches Mittel und gewichtetes arith-
metisches Mittel gleich sind, wenn der Zahler Y konstant ist. Die Mittelwerte
fiir Datenreihe 3 (Tabelle 3.7) verdeutlichen diese Verbindung: Z),, = 1120.04,
g = 1120.04.

Abschliefsend sollen die Mittelwerte Modus, Median, und arithmetisches Mit-
tel anschaulich verglichen werden. Dazu begreifen wir Haufigkeiten als Gewicht
der jeweiligen Merkmalsauspragungen. Im Lichte dieser Analogie bestimmen
wir den Modalwert, indem wir fiir jede Merkmalsausprigung einzeln eine Ge-

3Zum Vergleich die inhaltliche Interpretation des gewichteten arithmetischen Mittels des
Haushaltseinkommens pro Kopf fiir Datenreihe 1 (Tabelle 3.5): 20523€ werden auf 18 Personen
verteilt; dieses durchschnittliche pro-Kopf-Einkommen der Personen betriagt 1140.17€.
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Tabelle 3.7: Haushaltseinkommen pro Kopf, fiktive Datenreihe 3

Haushalts- Haushaltseinkommen
einkommen (Y) Haushaltsgrofie (K) pro Kopf (X)
1330 1.16 1149.33
1330 1.31 1015.00
1330 0.75 1777.00
1330 1.25 1062.00
1330 1.55 856.75
1330 0.49 2709.00
1330 1.80 738.67

wichtskraftmessung mit z.B. einer Federwaage durchfiihren und diejenige Aus-
pragung als Modalwert bezeichnen, welche das grofste Gewicht hat. Fiir den
Median hingegen werden alle Merkmalsausprigungen auf einmal mit einer Bal-
kenwaage gemessen. Dazu werden alle Messwerte nach ihrer Grofe (nicht ihrem
Gewicht bzw. ihrer Hiufigkeit!) in einer Rangliste angeordnet. Es wird diejenige
Merkmalsauspriagung als Median bezeichnet, an welcher diese Rangliste geteilt
werden muss, damit die Massen der beiden Teile gleich groft sind. In beiden
Waagschalen einer Balkenwaage befindet sich dann das gleiche Gewicht. Um
das arithmetische Mittel zu bestimmen, ist eine Laufgewichtswaage ein geeig-
netes Instrument zur Veranschaulichung: hierbei wird die Verteilung iiber der
Achse mit den Merkmalsauspragungen ausbalanciert; das arithmetische Mittel
ist dann genau der Punkt (die Merkmalsauspriagung) auf der Achse, an welcher
die Verteilung ausbalanciert ist.

3.3 Streuwerte

Streuwerte beschreiben die Variabilitdt oder die ,Breite” einer Verteilung. Als
eine Auswahl der fiir die univariate Statistik bedeutendsten Streuwerte seien
hier relativer Informationsgehalt (h), mittlerer Quartilsabstand (M QD), durch-
schnittliche absolute Abweichung (e), Standardabweichung (s), und Variations-
koeffizient (V') thematisiert.

Geeignet zur Beschreibung der Streuung nominal-skalierter Daten ist der
relative Informationsgehalt h.

. In(n)n— (Zﬁ: n;ln (nﬂ)
h=- 7

In (k) k

Dabei ist k die Anzahl der Kategorien der jeweiligen Skala. Der relative In-
formationsgehalt hat das theoretisches Wertespektrum 0 < h < 1, wobei h = 0
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bedeutet, dass keine Streuung in Daten vorliegt und das entsprechende Merk-
mal mithin konstant ist; dagegen verweist das gegenteilige Extrem h = 1 auf
die grofstmogliche Streuung: das Merkmal ist gleich-verteilt, d.h. alle Merkmals-
auspragungen bzw. Kategorien der Skala kommen mit der gleichen Haufigkeit
vor. Zur Illustration des relativen Informationsgehalts werden die Beispieldaten
der Variable Depression herangezogen (Tabelle 3.1, Abbildung 3.1). Demnach

. In(1151)1151—(In(889)889+41n(262)262
ist b = g (SIS (R0 In(02)202) ) _ 7739,

Die Streuung mindestens ordinal-skalierter Daten kann mit dem mittleren
Quartilsabstand MQD erfasst werden. Dabei handelt es sich quasi um eine
Streuung um den Median. Dementsprechend basiert dieser Streuwert auf der
Rangreihe der Beobachtungswerte (s. Median). Soll der mittlere Quartilsabstand
fiir ordinale Daten ermittelt werden, ist es fiir eine sinnvolle Interpretation er-
forderlich, dass die Kategorien ganzzahlig und fortlaufend mit einem Abstand
von 1 codiert sind. Fiir die Berechnung miissen zunéchst die Quartile ermittelt
werden, deren mittlerer Abstand zum Median der M @D angibt. Quartile sind
Beobachtungswerte, welche die Rangreihe ,vierteln“. Somit gibt es drei Quar-
tile: @1 (unteres Quartil) ist der Beobachtungswert mit dem Rang Rg (0.25),
Q3 (oberes Quartil) ist der Beobachtungswert mit dem Rang Rg (0.75), und Qs
(mittleres Quartil) entspricht dem Median Z = Rg (0.5). Allgemein lésst sich
der Beobachtungswert xpy(,) bestimmen mit

Tgn] wenn |gn| # qn

TRy(q) =
W# wenn anJ =qn

Der mittlere Quartilsabstand ist formal folgendermafien definiert:

MQD = % Qs — Q1]

Fiir die Beispieldaten des Aquivalenzhaushaltseinkommens (Tabelle 3.4) er-
geben sich zunichst die Quartils-Kategorien @1 = w =1 und Q3 =
w = 2. In Worten: jenes Viertel der Fille mit dem geringsten Aquiva-
lenzhaushaltseinkommen, erzielt bis unter 1000 € (Kategorie 1); das Viertel
der Fille mit dem hochsten Aquivalenzeinkommen erzielt mindestens 2000 €
(Kategorie 2). Hier ist der mittlere Quartilsabstand M@QD = 0.5(2 — 1) = 0.5.
Damit liegt die mittlere Hélfte der Falle durchschnittlich eine halbe Kategorie
vom Median entfernt. Im obigen Beispiel zum Median konnte festgestellt wer-
den, dass Kategorie 2 die Median-Kategorie ist: das untere Quartil liegt um eine
Kategorie davon entfernt, das obere Quartil liegt null Kategorien davon entfernt
- gemittelt also eine halbe Kategorie.

Zur Berechnung der durchschnittlichen absoluten Abweichung e sind metri-
sche Daten erforderlich. Dieser Streuwert gibt die mittlere Differenz der Beob-
achtungswerte zu einem Mittelwert (i.d.R. arithmetisches Mittel oder Median)
an. Sei ¢ ein Mittelwert, dann ist die durchschnittliche absolute Abweichung der
Beobachtungswerte zu diesem Bezugswert
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1 n
€= Z |z — (]
=1
Folgende Tabelle enthélt die Beispieldaten, welche zur Erlduterung des arith-
metischen Mittels benutzt wurden - hier allerdings in einer Rangreihe nach der
Grofie der Beobachtungswerte geordnet:

Rang Rg 1121345 |6 |7 |8]|9]10]11
Punkte Statistik | 10 | 12 | 16 | 17 | 23 | 28 | 31 | 34 | 39 | 46 | 48

Es soll nun beispielhaft die durchschnittliche absolute Abweichung dieser
Beobachtungswerte zum Median als Bezugswert ermittelt werden. Der Median
ist in diesem Fall Z = z¢ = 28. Mithin ergibt sich fiir die durchschnittliche
absolute Abweichung zum Median

1 |10 — 28| + [12 — 28| + |16 — 28| + |17 — 28
ez=17| +123- 28| + |28 — 28| + [31 — 28| + (34 — 28| | = 10.9091
4|39 — 28| + |46 — 28| 4 48 — 28|

Zum arithmetischen Mittel betrdgt die durchschnittliche absolute Abwei-
chung e; = 10.9421. Der Median ist derjenige Bezugswert, fiir welchen die
durchschnittliche absolute Abweichung minimal ist (d.h. es gibt keinen ande-
ren Bezugswert ¢, zu welchem e; kleiner ist als ez, sieche Minimaleigenschaft
Median; Hartung, 2005).

Ein weiterer Streuwert fiir metrische Daten ist die Standardabweichung s.

s = niIZ(xi—;E)z

=1

Durch das Quadrieren haben grofsere Abweichungen der jeweiligen Beobach-
tungswerte vom arithmetischen Mittel einen stéarkeren Einfluss. Die quadrierte
Standardabweichung ist bekannt als Varianz s?. Werden hier erneut die Bei-
spieldaten verwendet, welche bereits beim arithmetischen Mittel und der durch-
schnittlichen absoluten Abweichung zum Einsatz gekommen sind, so erhalten
wir fiir die Standardabweichung

(39 — 27.636)” + (34 — 27.636)> + (31 — 27.636)°
1 + (48 — 27.636)° + (46 — 27.636)° + (23 — 27.636)°
11—1 | +(17-27.636)> 4 (12 — 27.636)* + (16 — 27.636)"
+ (28 — 27.636)° + (10 — 27.636)°

= 13.261

Der letzte hier zu besprechende Streuwert, der Variationskoeffizient V| er-
fordert ratio-skalierte Daten, weil hier die Standardabweichung zum arithmeti-
schen Mittel relativiert und als Quotient - Anteil der Standardabweichung am
arithmetischen Mittelwert - ausgedriickt wird:
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Tabelle 3.8: Beispiel Variationskoeffizient

Entfernung vom Baumstamm
(gemessen in Metern)

arithmetisches Standard- Variations-
Frucht Mittel abweichung koeffizient
Apfel 2.5 1.0 40
Birne 2.0 0.5 25
Walnuss 7.5 3.0 40
v = 2100
T

Diese Relativierung ermoglicht die Vergleichbarkeit der Streuung, insofern
der Variationskoeffizient unabhéngig von der Skala der jeweiligen Variablen ist.

Fiir das Beispiel wird eine Plantage angenommen, auf welcher 3 Sorten von
Biumen mit den jeweiligen Friichten stehen: Apfel, Birnen, Walniisse. Nun soll
die Streuung der abgefallenen Friichte um den Baumstamm vergleichend fiir
die jeweiligen Fruchtsorten untersucht werden. Die erforderlichen Werte und
die daraus berechneten Variationskoeffizienten kénnen Tabelle 3.8 entnommen
werden.



Kapitel 4

Bivariate Verteillungen

4.1 Bedingte Haufigkeitsverteilungen

Bedingte Haufigkeitsverteilungen kénnen mit Kreuztabellen dargestellt werden.
Kreuztabellen sind Haufigkeitstabellen fiir zwei Variablen zugleich. Dabei wer-
den also die Kombinationen von Auspragungen zweier Merkmale gezihlt bzw.
die Haufigkeitsverteilung einer Variable (Y') unter den Bedingungen - d.h. Aus-
priagungen - einer anderen Variable (X). Diese Art der Darstellung einer biva-
riaten Verteilung ist dann geeignet, wenn beide Variablen eine diskrete Skala
mit wenigen Merkmalsausprigungen aufweisen. Ublicherweise werden die Aus-
priagungen der Variable X in den Zeilen und die Auspridgungen der Variable Y
in den Spalten gezéhlt. Mithin entsprechen die Zeilensummen der univariaten
Hé&ufigkeitsverteilung von X und die Spaltensummen der univariaten H&ufig-
keitsverteilung von Y. Der Mehrwert an Information, welcher sich mit Kreuzta-
bellen erschlieffen ldsst, ist die Beschreibung des statistischen Zusammenhangs
der beiden Variablen. Wird dabei von einem Kausalzusammenhang (Ursache-
Wirkungs-Zusammenhang) ausgegangen, so soll X die unabhéingige Variable
(Ursache) und Y die abhéngige Variable (Wirkung) sein. Tabelle 4.1 zeigt den
Aufbau einer Kreuztabelle fiir ein Merkmal X mit k£ Ausprdgungen und einem
Merkmal Y mit m Ausprigungen.

Neben den in Tabelle 4.1 formal angezeigten absoluten Haufigkeiten las-
sen sich in Kreuztabellen zwei Varianten von relativen Haufigkeiten darstellen.
Bei den globalen relativen Haufigkeiten p (X = j,Y =1) = W ist die
Gesamtzahl der Félle n der Bezug, zu welchem der Anteil der Wertekombi-
nationen ermittelt wird. Die bedingten relativen H&ufigkeiten konnen zu den
jeweiligen Ausprigungen sowohl des Merkmals X (,zeilenweise®) als auch YV
(,spaltenweise) berechnet werden, sodass dann entsprechend die Zeilen- oder

die Spaltensumme als Bezug fiir die Anteile gilt: p(Y =1|X =j) = %

oder p(X =j|Y =1) = % respektive.
Ein Indiz fiir den Zusammenhang der beiden Merkmale ldsst sich ggf. durch

die Begutachtung der bedingten relativen H&aufigkeiten erkennen. Wenn sich
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Tabelle 4.1: Schematischer Aufbau einer Kreuztabelle fiir ein Merkmal X mit &
Auspragungen und ein zweites Merkmal Y mit m Auspridgungen

Y le Ym ZX
X1 fX=13Yy=1) -~ [fX=.,Y=1l) - [f(X=LY=m) | f(X=1)
X, | fX=4Y=1) - [f(X=5Y=0) - [f(X=4Y=m) | f(X=1))
X.k fX=kY=1) - [fX=kY=1l) - [f(X=kY=m)| f(X=k)
Sy | Jr=1) o jy=h - (Y =m) n

Tabelle 4.2: Kreuztabelle Glauben an Himmel und Glauben an Holle
Glauben an Hoélle

nein ja >
nein f 40693 979 41672
Glauben % (Glauben an Himmel) 97.7 2.3
an . f 17108 84417 101525
Himmel J % (Glauben an Himmel) 16.9  83.1

> f 07801 85396 143197
% (Glauben an Himmel) 40.4  59.6

Datenquelle: World Values Survey 1981-2008 (Inglehart et al., 2014).

namlich die Verteilung der bedingten relativen Haufigkeiten zwischen den Aus-
pragungen des Bezugsmerkmals hinreichend deutlich unterscheiden, dann ist
dies ein Hinweis auf einen stochastischen Zusammenhang beider Variablen.

Die mit Tabelle 4.2 dargestellte Kreuztabelle, in welcher die Variablen Glau-
ben an Himmel (,Believe in: heaven“) und Glauben an Holle (,,Believe in: hell*) -
jeweils mit den Auspriagungen nein und ja - kreuz-tabelliert wurden, zeigt einen
deutlichen Zusammenhang dieser Merkmale. Wihrend ca. 98% von denen, die
nicht an den Himmel glauben, ebenfalls nicht an die Holle glauben, sind nur
rund 17% von den Himmels-gldubigen nicht von der Existenz der Holle {iber-
zeugt. Unter der Bedingung Glauben an Himmel=nein ist die Verteilung von
Glauben an Holle deutlich anders als unter der Bedingung Glauben an Him-
mel=ja.

4.2 Bivariate Streuungen

Die bivariate Verteilung metrisch skalierter Variablen kann mit der Korrelation
beschrieben werden. Ebenso wie mit der Kreuztabelle kann mit der Korrelati-
on der Zusammenhang der jeweiligen Variablen untersucht werden. Anders als
bei der Kreuztabelle kénnen hier aber nur lineare (,,Je-Desto-“) Zusammenhén-
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ge ermittelt werden. Ein Kennwert der Korrelation ist der Produkt-Moment-
Korrelationskoeffizient

cov (X,Y)
SXSy
Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient r ist die durch das Produkt der
Standardabweichungen der Variablen X und Y normierte Kovarianz

cov (X,Y) = nil (Z (x; — &) (y; —y))

=1

Damit ist r ein normiertes Zusammenhangsmaf mit einem theoretischen Wer-
tespektrum —1 < r < 1, wobei negative Werte auf einen entsprechend nega-
tiven (,inversen“) Zusammenhang verweisen und positive Werte auf einen ent-
sprechend positiven (,,gleichgerichteten”) Zusammenhang. Fiir die beispielhafte
Berechnung und Interpretation des Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten
werden erneut die Daten vom Beispiel des arithmetischen Mittels verwendet -
nun allerdings werden die Daten zu den Statistik-Punkten (Variable X) durch
Messwerten zu Mathe-Punkten (Variable Y') ergénzt:

Student ¢ 1 213|456 |7]8|9 10|11

Punkte Statistik (X) | 39 | 34 | 31 | 48 | 46 | 23 | 17 | 12 | 16 | 28 | 10

Punkte Mathe (Y) 38 | 47 |44 |51 | 35|29 22|14 |12 |19 9

Fiir die hier relevanten univariaten Kennwerte - arithmetisches Mittel und
Standardabweichung - lassen sich fiir die Variable X (Punkte Statistik) ermitteln
T = 27.6364 und sx = 13.261; fiir die Variable Y (Punkte Mathe) § = 29.0909
und sy = 14.8758. Die Kovarianz als (unstandardisiertes) bivariates Streuungs-
mak betrigt

17— 276
12— 27.6
16 — 27.6) (12 — 29.1
+ (28 — 27.6) (19 — 29.1

+ (10 — 27.6) (9 — 29.1)

22-29.1
14 —29.1

(39 — 27.6) (38 — 29.1)

34 — 27.6) (47 — 29.1

31 — 27.6) (44 — 29.1

48 — 27.6) (51 — 29.1

) 46 — 27.6) (35 — 29.1
cov(X,Y):ll_1 gg
)(
)(
) (

+( )
+( )
+( )
+( )
+(23-27.6) (29— 29.1) | = 168.1364
+( )
+( )
+( )
+( )

Daraus wiederum kann als standardisiertes bivariates Streuungsmafs der Produkt-

Moment-Korrelationskoeffizient mit r = % = 0.8523 berechnet wer-

den, welcher fiir dieses konkrete Beispiel auf einen stark positiven Zusammen-
hang der Variable X (Punkte Statistik) mit der Variable Y (Punkte Mathe)
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Abbildung 4.1: Streudiagramm der Variablen Punkte Statistik (X) und Punkte
Mathe (V)
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Abbildung 4.2: Quadranten im schematischen Streudiagramm

Quadrant I Quadrant 1

Quadrant ITT Quadrant IV
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verweist. D.h. je mehr Punkte ein Student in Statistik erzielt, desto mehr Punk-
te erreicht er auch in Mathe - oder vice versa (Abbildung 4.1).

Mit der schematischen Darstellung eines Streudiagramms (Abbildung 4.2)
kann gut nachvollziehbar gezeigt werden, wie die Richtung eines linearen Zusam-
menhanges i.S. des Vorzeichens der Kovarianz und des Korrelationskoeffizienten
zustande kommt und zu interpretieren ist. Wie an der Formel der Kovarianz
leicht zu sehen ist, besteht der Kern der Berechnung darin, fiir jeden Fall (re-
présentiert durch einen Punkt im Streudiagramm) den Abstand zum arithmeti-
schen Mittel fiir jeweils beide Variablen X und Y zu berechnen und diese beiden
Abstéande fallweise zu multiplizieren. Anschlieffend werden die so fiir jeden Fall
erhaltenen Produkte summiert. Mit dieser Summe steht das Vorzeichen der Ko-
varianz bereits fest, weil sich die Division durch den immer positiven Term n—1
nicht auf das Vorzeichen auswirkt. Wird nun die Lage eines Punktes im Streu-
diagramm reduziert auf die Zuordnung zu einem der vier Quadranten, so ldsst
sich auf die Variable X bezogen sagen, dass jeder Punkt in den Quadranten I
und IV einen positiven Abstand zum arithmetische Mittel aufweist, aber jeder
Punkt in den Quadranten II und III einen negativen Abstand. Hinsichtlich der
Variable Y bedeutet die Lage eines Punktes in den Quadranten I und II einen
positiven Abstand zum arithmetischen Mittel, aber die Lage in den Quadran-
ten III und IV einen negativen Abstand. Das fallweise Produkt dieser Absténde
zum jeweiligen arithmetischen Mittel ist nun fiir alle Punkte in den Quadranten
I und III positiv, und fiir alle Punkte in den Quadranten IT und IV negativ. Inso-
fern die Kovarianz die Summe dieser fallweisen Produkte bildet, ergibt sich das
Vorzeichen daraus, in welchen Quadranten die Punkte im Streudiagramm iiber-
wiegend liegen (wobei das Gewicht eines Punktes umso grofer ist, je weiter der
Abstand zu den jeweiligen arithmetischen Mitteln ist). Somit wird ein eindeuti-
ger linearer Zusammenhang durch eine Streuung beschrieben, die liberwiegend
in den Quadranten I und III liegt (positives Vorzeichen) oder in den Quadran-
ten IT und IV (negatives Vorzeichen). Dabei bedeutet eine positive Korrelation
also: Fille, deren X-Werte grofer sind als das arithmetische Mittel Z, weisen
iiblicherweise auch Y-Werte oberhalb des arithmetischen Mittels § auf; Fille
mit X-Werten unterhalb des arithmetischen Mittels Z sind dann entsprechend
mit Y-Werten unterhalb des arithmetischen Mittels 4 assoziiert. Mit anderen
Worten: je grofer die X-Werte, desto grofer die Y-Werte. Hingegen bedeutet
eine negative Korrelation, dass Falle mit groferen X-Werten als dem arithme-
tischen Mittel Z eher Y-Werte aufweisen, die kleiner sind als das arithmetische
Mittel g; und fiir Féalle mit X-Werten unterhalb des arithmetischen Mittels T
sind Y-Werte oberhalb des arithmetischen Mittels § charakteristisch: je grofer
die X-Werte, desto kleiner die Y-Werte.
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Kapitel 5

Theoretische Verteilungen

5.1 Zufall und Zufallsvariablen

Im Rahmen der Statistik bedeutet das Konzept Zufall, dass Sachverhalte (FEr-
eignisse) kaum vollstindig determiniert sind. Vor diesem Hintergrund ist es fiir
die Statistik bedeutsam, dass die (sozial-) wissenschaftliche Praxis i.d.R. mit
Stichproben arbeitet: d.h. die auszuwertenden Daten stammen nicht von allen
Fallen der jeweiligen Population, sondern nur von einer als (Zufalls-) Stichprobe
bezeichneten (anndhernd) représentativen Teilmenge der Population. Derartige
Daten sind mithin als Realisierung von Zufallsexperimenten (zufillige Versuche)
zu begreifen. Dabei ist ein zufélliger Versuch ein Vorgang, der - zumindest ge-
danklich - beliebig oft wiederholbar und dessen Ergebnis innerhalb einer Menge
moglicher Ergebnisse §2 zufillig ist. Daten mit dem Umfang n konnen demnach
als n-malige Durchfiihrung eines zufilligen Versuches interpretiert werden, wo-
bei das jeweilige Versuchsergebnis dem entsprechenden Messergebnis entspricht.
So kann z.B. die Frage danach, wie haufig die Variable X den Wert j ange-
nommen hat, im Lichte von Zufallsexperimenten reformuliert werden als Frage
danach, wie haufig als Versuchsergebnis das Ereignis x = j eingetreten ist. Eine
Zufallsvariable X ist nun eine Funktion, die jedem elementaren Versuchsergebnis
w € Q eine reelle Zahl als Funktionswert = X (w) zuordnet (vgl. Kolmogoroff,
1933).

Beispielhaft kann das Konzept des Zufallsexperiments mit Wiirfeln veran-
schaulicht werden. Im ersten Zufallsexperiment wird mit einem Wiirfel gewtir-
felt. D.h. ein Wurf ist ein Versuch; das Zufallsexperiment besteht insgesamt aus n
Wiirfen. Die Funktion X sei hier die gewiirfelte Augenzahl. Mithin ist die Menge
moglicher Versuchsergebnisse Q = {w; = 1wy = 2,w3 = 3,ws = 4,ws = 5,we = 6}.
Wird bei einem Versuch z.B. eine 3 gewiirfelt, dann ist X (3) = 3. In einem zwei-
ten Zufallsexperiment werde mit zwei Wiirfeln gewiirfelt und die Zufallsvariable
Y sei die Summe der Augenzahlen des jeweiligen Wurfes. Wird eine 3 und eine
4 gewtirfelt, dann ist Y ((3,4)) = 7.

Um mit einem weiteren Beispiel ndher an die sozialwissenschaftliche Praxis
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heranzuriicken, wenden wir uns ab vom Wiirfeln und hin zu Teilnehmern einer
Befragung. Wir stellen uns das Szenario vor, dass in dieser Befragung von n
Teilnehmern u.a. die Frage nach der Haufigkeit von Schlafstorungen (wéihrend
der letzten zwei Wochen) gestellt wird, mit den Antwortmdoglichkeiten 1=nie,
2=manchmal, 3=immer. Hier entspricht dem Zufallsexperiment die gesamte
Befragung, einem konkreten Versuch die Befragung eines konkreten Teilneh-
mers, und die Anzahl der Versuche der Anzahl n der Befragungsteilnehmer.
Die Menge moglicher Versuchsergebnisse entspricht den Antwortmoglichkeiten
Q = {w; = 1,ws = 2,ws = 3}. Wenn ein Befragter auf die Frage z.B. mit ’im-
mer’ antwortet, so ist © = X (3) = 3; die Zufallsvariable X nimmt in diesem
Fall die Realisierung z = 3 an.

Dass die hier fiir eine stichprobenméfige Datenerhebung exemplarisch dar-
gestellte Befragung als Zufallsexperiment aufgefasst wird, hat nun nicht die
absurde Bedeutung, dass die Befragten zuféllig eine Antwort auf die entspre-
chende Frage geben. In diesem Kontext bezieht sich der Zufall auf die Auswahl
der Befragungsteilnehmer: diese werden zuféllig aus der Population ausgewéhlt,
sodass jede Person die gleiche Chance hat, Befragungsteilnehmer zu sein. Derar-
tige Zufallsstichproben sind hinsichtlich aller Merkmale (egal ob gemessen oder
nicht) theoretisch anndhernd reprisentativ fiir die jeweilige Population.

5.2 Wahrscheinlichkeit

In der inferentiellen Statistik interessiert insbesondere, welche Werte x eine
(Zufalls-) Variable X mit welcher Wahrscheinlichkeit annehmen kann. Die Wahr-
scheinlichkeit P - definiert fiir Teilmengen aus €2 - bestimmt die Wahrschein-
lichkeit fiir X iiber €. Sei A eine Teilmenge von €2, dann ist die (statistische)
Wahrscheinlichkeit (v. Mises, 1919) fiir das Eintreten von A

P(A)= limp(A) = lim —=
n—00 n—oo N

Bezogen auf das zuvor verwendete Beispiel der Umfrage mit der Frage nach
der H&ufigkeit von Schlafstérungen, kénnte das Ereignis A z.B. die Antwort im-
mer (X = 3) sein. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person aus der Population
auf die Frage nach der Haufigkeit von Schlafstérungen mit émmer antwortet,
entspricht der relativen H&ufigkeit dieser Auspridgung - allerdings nur unter
der Bedingung, dass die Stichprobe ann&hernd représentativ fiir die Popula-
tion ist, was durch eine Zufallsstichprobe weitestgehend gewahrleistet ist. Die
Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Variablenwerte ldsst sich also durch die
empirische Verteilung beschreiben.

Mit theoretischen Verteilungen konnen ebenso Wahrscheinlichkeiten der Aus-
pragungen von Zufallsvariablen bestimmt werden. Im Unterschied zu empi-
rischen Héufigkeitsverteilungen werden die Wahrscheinlichkeiten jedoch nicht
empirisch (als relative Haufigkeiten) ermittelt, sondern durch eine Verteilungs-
funktion.
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5.3 Parameterschatzung

In Abschnitt 5.1 wurde dargelegt, dass in der empirischen Sozialforschung die
Daten i.d.R. auf Stichproben basieren. Fiir solche Stichproben lassen sich nun
- wie in Kapitel 3 behandelt - Kennwerte (Mittelwerte, Streuwerte) ermitteln.
Sollen diese Kennwerte lediglich die jeweilige Stichprobe beschreiben, geniigt
die deskriptive Statistik. In den empirischen Sozialwissenschaften begegnet uns
allerdings fast immer der Anspruch, anhand von Stichprobendaten die Popu-
lation zu beschreiben. Fiir diesen Anspruch ist es notwendig, die deskriptive
Statistik mit der inferentiellen (=schliefenden, i.S.v. ,schlussfolgernden®) Sta-
tistik zu ergéinzen. Denn bei der Ubertagung statistischer Ergebnisse von einer
Stichprobe auf die Population gilt es zu beachten, dass die Représentativitét ei-
ner Stichprobe lediglich ann&hernd, aber kaum vollstéindig erreicht wird. Daher
entsprechen die Kennwerte, wie sie aus den Stichprobendaten ermittelt wur-
den, auch nur anndhernd den jeweiligen Parametern der Population. D.h. die
aus den Stichprobendaten ermittelten Kennwerte konnen lediglich fehlerbehaf-
tete Schdtzungen der Parameter liefern. Diese Schétzfehler bedeuten nun eine
gewisse Unsicherheit beziiglich der Ubertragung von der Stichprobe auf die Po-
pulation - und bei der inferentiellen Statistik geht es darum, diese Unsicherheit
zu quantifizieren, indem die Wahrscheinlichkeit angegeben wird, mit welcher
eine konkrete Parameterschitzung zutrifft.

Diese Quantifizierung inferentieller Unsicherheiten ist moglich, weil und in-
sofern eine annéhernd reprasentative Stichprobe als zufilliger Versuch inter-
pretierbar ist und Kennwerte als Zufallsvariablen. D.h.: wiirden nun aus der
Population mehrere Stichproben gezogen und jeweils der interessierende Kenn-
wert ermittelt, dann wiirde dieser Kennwert um den Parameter streuen. Die
Verteilung des Kennwertes kdnnte in diesem Szenario empirisch festgestellt wer-
den und damit auch die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Auspragung
des Kennwertes dem Parameterwert entspricht. Die Realitdt empirischer sozi-
alwissenschaftlicher Studien ist jedoch die, dass lediglich eine Stichprobe aus
der Population gezogen wird!. Somit lisst sich die Fehlerwahrscheinlichkeit der
Parameterschiitzung nicht unmittelbar empirisch bestimmen?. Allerdings lisst
sich fiir viele Parameter zeigen, dass die Streuung der Kennwerte (um ihren je-
weiligen Parameter) einer bestimmten theoretischen Verteilung folgt. Die Wahr-
scheinlichkeit der Richtigkeit einer solchen Parameterschitzung kann also mit
der jeweiligen theoretischen Verteilungsfunktion ermittelt werden.

1Zwar werden zu einer sozialwissenschaftlichen Fragestellung mehrere Studien durchge-
fihrt, in deren Rahmen oft auch jeweils eine Datenerhebung aus der gleichen Population
durchgefiihrt wird. Allerdings kénnen bereits kleinste Abweichungen bei der Stichprobenzie-
hung, Datenerhebung und Populationsdefinition dazu fiihren, dass diese Stichproben nicht
vergleichbar sind und mithin die interessierenden Kennwerte nicht als Realisierung derselben
Zufallsvariable (Parameter) aufgefasst werden koénnen.

2Es gibt jedoch durchaus indirekte datenbasierte Verfahren zur Bestimmung der Feh-
lerwahrscheinlichkeit, die aber i.d.R. erst mit groflen Stichproben reliable Schitzungen lie-
fern. Als ein allgemeines Verfahren mit weitreichenden Anwendungsmoglichkeiten sei hier die
Bootstrap-Methode (Efron, 1994) erwahnt. Obgleich Bootstrapping sehr rechenintensiv sein
kann, ist die Moglichkeit zur Anwendung in den meisten géngigen Statistik-Programmen im-
plementiert.
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Tabelle 5.1: Punktschitzungen iiblicher Parameter

Parameter Bezeichnung Stichprobenfunktion Punktschitzer
arithmetisches Mittel I8 L=z
Standardabweichung o 6=s
Anteil T T=p

5.3.1 Punktschitzung

Die Punktschitzung von Parametern ist eine naive Schétzung, welche noch nicht
die zuféallige Abweichung des Kennwertes vom Parameter beriicksichtigt.

Sei v der interessierende Parameter und 7' eine Stichprobenfunktion, welche
aus den Daten (x1,...,2,) der Stichprobe einen Wert fiir v berechnet. So ist
4 =T (x1,...,2,) die konkrete Punktschitzung fiir ~.

Tabelle 5.1 zeigt die Stichprobenfunktionen der Punktschétzer fiir drei iibli-
che Parameter (s. Kapitel 3).

Das Problem, welches sich aus der ,Naivitdt® einer Punktschétzung ergibt,
ist, dass diese Schétzung nur mit geringer Wahrscheinlichkeit zutrifft, weil der
jeweilige Kennwert als Schétzer fiir den entsprechenden Parameter die Reali-
sierung einer Zufallsvariable ist. Ublicherweise ist also P (§ = ) < 1, fiir steti-
ge Zufallsvariablen (wie z.B. dem arithmetischen Mittel) ist diese Wahrschein-
lichkeit, dass der Kennwert als Punktschétzer gleich dem Parameter ist, sogar

P(y=7)=0.

5.3.2 Intervallschitzung

Der Ausweg aus dem Dilemma der Punktschidtzung - ndmlich das eine zwar
sehr (punkt-) genaue Schitzung mit nur geringer Wahrscheinlichkeit zutrifft
- bietet die Intervallschdtzung. Hierbei erfolgt die Berechnung eines Intervalls
aus den konkreten Stichprobendaten mit dem Ziel, dass einerseits das Intervall
moglichst klein (=moglichst genau) ist, andererseits das Intervall mit moglichst
grofler Wahrscheinlichkeit « enthélt. Solche Intervalle heilsen Konfidenzintervalle
(CI) oder ,Vertrauensintervalle®.

Die zwei mit einem Konfidenzintervall angestrebten Ziele (Genauigkeit und
grofie Wahrscheinlichkeit) sind nun aber widerspriichlich: ein Konfidenzintervall
ist umso genauer, je kleiner es ist - aber die Wahrscheinlichkeit, dass es v enthélt,
steigt, je grofer es ist. Die Abwégung dieser beiden Ziele erfolgt iiber die Vorgabe
der Irrtumswahrscheinlichkeit a. D.h. es wird ein Konfidenzintervall berechnet,
in welchem sich der Parameter v mit einer Wahrscheinlichkeit 1 — o befindet.
Diese Berechnung ist moglich, insofern die theoretische Verteilung des Parame-
ters bekannt ist und die Stichprobe als Zufallsexperiment interpretiert werden
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Tabelle 5.2: Theoretische Verteilung iiblicher Parameter

theoretische
Parameter Verteilung Approximation
m t-Verteilung ab n > 30: Normalverteilung
2 2-Verteilung Standardabw.eichung ab n > 100:
Normalverteilung
T Binomialverteilung ab n > 30: Normalverteilung

kann. Fiir drei {ibliche Parameter nennt Tabelle 5.2 die jeweilige theoretische
Verteilung. Dariiber hinaus lassen sich viele theoretische Verteilungen ab einem
hinreichend grofien Stichprobenumfang mit der Normalverteilung approximie-
ren. D.h.: je grofer die Stichprobe, desto stirker ndhern sich die entsprechenden
theoretischen Verteilungen der Normalverteilung an.

Die Absicht bei der Intervallschidtzung besteht also darin, ein Intervall C'I, =
4=+c zu schéatzen. Dabei ist o die Irrtumswahrscheinlichkeit, 4 der Punktschétzer
fiir den Parameter 7, und c ist ein Term, welcher - basierend auf der theoreti-
schen Verteilung von 4 - unter gegebenem « die maximale Abweichung von der
Punktschétzung liefert. Somit ist 1 —a = P (§ — ¢ < v < 4 + ¢). Die konkreten
Schritte zur Schatzung eines Konfidenzintervalls sind nun folgende:

1. 4 aus der Stichprobe ermitteln

2. « festlegen (libliche Niveaus der Irrtumswahrscheinlichkeit sind: 0.1, 0.05,
0.01)

3. theoretische Verteilung des Schétzers 4 bestimmen
4. ¢ und CT berechnen

Die Interpretation einer solchen Intervallschidtzung lautet: Das C1,, iiberdeckt
mit (1 — «) 100%-iger Sicherheit den unbekannten Wert des Parameters «y in der
Population.

Konfidenzintervalle fiir grofte Zufallsstichproben - in denen die theoretische
Verteilung der Punktschétzer einiger Parameter durch die Normalverteilung ap-
proximiert werden kann - werden wie in Tabelle 5.3 notiert berechnet.

Im folgenden soll Berechnung und Interpretation von Konfidenzintervallen
mit drei Beispielen dargestellt werden. Fiir das erste Beispiel werden die Da-
ten einer Bevolkerungsumfrage in Deutschland (ALLBUS 2016, GESIS-Leibniz-
Institut fiir Sozialwissenschaften, 2017) verwendet. In diesem Daten-Set wurden
n = 796 Personen mit einem Alter bis zu 40 Jahren erfasst, die bereit waren, An-
gaben zum monatlichen Nettoeinkommen zu machen. 200 dieser Personen gaben
an, ein Einkommen von mindestens €2000 zu haben. Es soll nun ein Intervall
fiir den Anteil von Personen (in der Population) mit einem Einkommen von
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Tabelle 5.3: Berechnung approximierter Konfidenzintervalle CI, =4 + ¢

arithmetisches
Mittel Standardabweichung Anteilswert
Y= yi=o0 yi=
C= Zajs—= C= Zajs——= = A(1-7)
a/z vn /s Von C Ra/z n
wenn n > 30 wenn n > 100 wenn n > 30

Dabei ist zo das a-Quantil der Standardnormalverteilung (z-Verteilung):
2

Pu<za)=a=—= [ e Zdv.

Tafel Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung (z-Verteilung):

o Za e Za o Za @ Za
0.000 —00 0.250 | -0.674 | 0.500 | 0.000 | 0.750 | 0.674
0.025 | -1.960 | 0.275 | -0.598 | 0.525 | 0.063 | 0.775 | 0.755
0.050 | -1.645 | 0.300 | -0.524 | 0.550 | 0.126 | 0.800 | 0.842
0.075 | -1.440 | 0.325 | -0.454 | 0.575 | 0.189 | 0.825 | 0.935
0.100 | -1.282 | 0.350 | -0.385 | 0.600 | 0.253 | 0.850 | 1.036
0.125 | -1.150 | 0.375 | -0.319 | 0.625 | 0.319 | 0.875 | 1.150
0.150 | -1.036 | 0.400 | -0.253 | 0.650 | 0.385 | 0.900 | 1.282
0.175 | -0.935 | 0.425 | -0.189 | 0.675 | 0.454 | 0.925 | 1.440
0.200 | -0.842 | 0.450 | -0.126 | 0.700 | 0.524 | 0.950 | 1.645
0.225 | -0.755 | 0.475 | -0.063 | 0.725 | 0.598 | 0.975 | 1.960
1.000 00




KAPITEL 5. THEORETISCHE VERTEILUNGEN 39

mindestens €2000 ermittelt werden. Geméafs dem ersten Schritt zur Berechnung
eines Konfidenzintervalls wird zunéchst der Kennwert als Punktschétzer fiir den
Parameter aus der Stichprobe ermittelt: 7 = % = 0.2513. Im zweiten Schritt
wird die Irrtumswahrscheinlichkeit auf das {ibliche Niveau von fiinf Prozent fest-
gelegt: o = 0.05. Drittens wird bestimmt, welcher theoretischen Verteilung der
Punktschétzer folgt. Weil die Fallzahl mit n = 796 deutlich grofer ist als 30,

kann die theoretische Verteilung des Anteils - welcher einer Binomialverteilung

folgt - durch die Normalverteilung approximiert werden: 7 ~ N <7r, ﬂ(lnw)) .

Der letzte Schritt ist die Berechnung des Konfidenzintervalls. Zunichst werden
aus der Tafel die z-Quantile der Standardnormalverteilung abgelesen, zwischen
denen die kumulierte relative Haufigkeit bzw. die Wahrscheinlichkeit 95% be-
tragt: 1—a =P (za 2 S U< 21_a /2). WEeil die Standardnormalverteilung symme-
trisch um Null verteilt ist, miissen nicht beide Quantile aus der Tafel abgelesen
werden; es geniigt die Bestimmung des unteren Quantils, welches ein negatives
Vorzeichen aufweist - das obere Quantil hat den gleichen Betrag, jedoch ein po-
sitives Vorzeichen: za/, = —21_a/, bzw. |za/2| = 21—a/s- Mithin ist za/,—0.025 =
—1.96. Entsprechend Tabelle 5.3 kann schliefflich das Konfidenzintervall berech-

net werden: Clogs = 7t & Zajpy/ 2 = 0.2513 + 1.96¢/ 22130 -0-213)
[0.2212, 0.2814]. Mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit liegt in der Population der
Anteil von Personen mit einem Einkommen von mindestens €2000 zwischen
22.12% und 28.14%: P (0.2212 < 7 < 0.2814) = 0.95.

Die Datenbasis fiir die ndchsten beiden Beispiele ist die PISA-Schiilerbefragung
(2015). Fiir diese Datenerhebung wurde unter anderem abgefragt, wie grof der
Lernaufwand (in Minuten pro Woche) der Schiiler fiir das Fach Mathematik ist.
Im Durchschnitt der Stichprobe (Schiiler in Deutschland, n = 5224) betrégt der
Lernaufwand 192.68 Minuten pro Woche. Es soll ein Intervall fiir den durch-
schnittlichen Lernaufwand der Population (Schiiler in Deutschland) ermittelt
werden. Wie Tabelle 5.3 zu entnehmen ist, erfordert die Berechnung des Kon-
fidenzintervalls die Information {iber die Standardabweichung, welche in den
Stichprobendaten s = 64.47 sei. Ohne die einzelnen Schritte erneut ausfiihrlich
zu beschreiben, kann die Aufgabe wie folgt geldst werden:

[ = 192.68 s = 64.47 a=0.05
dan>30: i~ N (u, %) Zajao.025 = —1.96

Clo.os = fu & 2apy 7= = 192.68 + 1.963‘% = [190.93, 194.43]

P (190.93 < 1 < 194.43) = 0.95

Im letzten Beispiel schliefslich wird ein Intervall fiir die Standardabweichung
des Lernaufwands in der Population ermittelt:
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0 =s5=064.47 a = 0.05

dan>100: 6 ~ N (a, «Lﬁ) Zajao.025 = —1.96

Clo.os = 6 £ zapy o= = 644T £ 1.96\/% = [63.23, 65.71]

P (63.23 <0 <65.71) =0.95

40



Kapitel 6

Statistische Tests

6.1 Statistische Hypothesen

Im Fokus statistischer Tests steht - wie bei der Parameter-Intervallschatzung -
das Verhéltnis von Stichprobe und Population bzw. die Stichprobenverteilung
von Kennwerten als Schétzer fiir die jeweiligen Parameter. Jedoch &ndert sich
mit statistischen Tests die Fragestellung etwas: wiahrend wir bei der Parameter-
Intervallschétzung nach einem Wertebereich fragen, in welchem der Wert des
Parameters mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit liegt, haben wir bei sta-
tistischen Tests eine Hypothese hinsichtlich des Parameters. Dabei fragen wir
nun nicht mehr unmittelbar nach dem Parameter bzw. dessen Wertebereich, son-
dern wir formulieren eine hypothetische Aussage iber den Wert des Parameters
und iiberpriifen, inwiefern diese Hypothese zutrifft.

Die zu testende Hypothese, welche die Annahme {iber eine Verteilung bzw.
einen Parameter in der Population formuliert, ist die Nullhypothese (Hp). Sie
behauptet in ihrer mathematischen Formulierung immer Homogenitét. Das be-
deutet, dass die Nullhypothese immer eine positive bzw. konkrete Annahme iiber
eine Verteilung oder einen Parameter macht. Ihr steht als negatives Pendant die
Alternativhypothese (H 4) gegeniiber. Wenn also mit der Nullhypothese die An-
nahme aufgestellt wird, dass ,es* in der Population ,s0* ist, dann behauptet die
Alternativhypothese, dass ,es* in der Population ,nicht so* ist. Mit einem sta-
tistischen Test kann nun ermittelt werden, ob die empirische Realitat (=Stich-
probendaten) die theoretische Annahme entweder der Nullhypothese oder der
Alternativhypothese stiitzt. Statistisch getestet wird dabei immer die Nullhy-
pothese. Ziel eines statistischen Tests ist die Entscheidung iiber Annahme oder
Ablehnung der Nullhypothese.

Als Thema der inferentiellen Statistik birgt die Entscheidung {iber Annahme
oder Ablehnung der Nullhypothese das Risiko, nicht die Realitét der Population
zu treffen. Mithin sind bei statistischen Tests zwei Arten von Fehlern denkbar.
So kann es passieren, dass ein Test auf die Ablehnung der jeweiligen Nullhy-
pothese verweist - obwohl diese in Wirklichkeit zutrifft. Die Wahrscheinlichkeit

41
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fiir diesen sogenannten Alphafehler ist die bereits im Zusammenhang mit Kon-
fidenzintervallen (Abschnitt 5.3.2) besprochene Irrtumswahrscheinlichkeit, die,
insofern sie vorgegeben wird, mit a bezeichnet ist. Andererseits ist es moglich,
dass der Test die Nullhypothese bestétigt - aber tatséchlich die Alternativhy-
pothese zutrifft. Dieser zweite Fehler heifst Betafehler.

6.2 Prifgrofse

Im Kern bedeutet ein statistischer Test das Berechnen einer sogenannten Priif-
grofie und eine Beurteilung dieser Priifgrofse auf der Grundlage ihrer theoreti-
schen Verteilung. Die Priifgrofe ist ein Mafs dafiir, wie stark sich ein Parameter
oder eine Verteilung von der in H formulierten Annahme unterscheidet.

Sei 6 eine Priifgrofe, dann ist 6§ = T (X1,...,X,) eine Stichprobenfunktion

und E () der Erwartungswert der Priifgrofse. Der Erwartungswert einer Priif-

grofe ist der Wert, den eine Priifgrofse annimmt, wenn Hy zutrifft. Fiir einen
statistischen Test muss die theoretische Verteilung der Priifgréfse - auch ,Priif-
verteilung” genannt - unter Hy bekannt sein. Damit gibt die Priifverteilung eine
bedingte kumulierte Wahrscheinlichkeit an: ndmlich die kumulierte Wahrschein-
lichkeit bestimmter Werte der Priifgrofe unter der Bedingung, dass Hy zutrifft.
Die Priifverteilung unter Hy sei mit Py bezeichnet.

Mit den kumulierten Wahrscheinlichkeiten aus einer Priifverteilung kann also
angegeben werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit (immer unter Bedingung Hy)
die jeweilige Priifgrofie in einem bestimmten Wertebereich liegt. Sei die Wahr-
scheinlichkeit dieses Wertebereichs 1— «, dann ist « also die Irrtumswahrschein-
lichkeit des Alphafehlers. Im Rahmen statistischer Tests (,,Signifikanztests®) wird
« auch als ,Signifikanzniveau* bezeichnet. Insofern fiir einen statistischen Test
das Signifikanzniveau als héchste akzeptable Irrtumswahrscheinlichkeit vorgege-
ben wird, gelten hier die iiblichen Niveau-Schwellen von o = 0.05 oder o = 0.01.
Aus der Prifverteilung einer Priifgrofe ldsst sich ein ,kritischer Bereich® K

fiir die Werte der Priifgrofe bestimmen, sodass Py (é eK ) < a. Dabei wird

K durch ,kritische Werte* begrenzt, welche die entsprechenden Quantile der
Priifverteilung sind. Die Entscheidung, welche ein statistischer Test erméglicht,
kommt letztlich so zustande: Wenn 6 € K , dann wird Hy verworfen und H 4 ak-
zeptiert, ansonsten umgekehrt (Hy akzeptieren und H 4 verwerfen, wenn 0 ¢ K).
Hy zu verwerfen heifit, die (empirische) Abweichung von der in Hy (hypothe-
tisch) formulierten Situation - d.h. die Differenz der Priifgrofe zu ihrem Erwar-
tungswert - ist so grofs, dass sie kaum zuféllig sein kann; die Abweichung ist
signifikant.

Folgt die Verteilung der Priifgrofte einer symmetrischen theoretischen Ver-
teilung, wie z.B. der Normalverteilung, gibt es je nach genauer Formulierung
von H, drei Varianten der Lokalisation von K (s. Abbildung 6.1).

Fiir die Durchfiihrung eines statistischen Tests ,per Hand“ - also ohne Com-
puterunterstiitzung - wird i.d.R. die berechnete Priifgrofe mit den kritischen
Werten (zweiseitig) oder dem kritischen Wert (einseitig) verglichen. Die Frage
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Abbildung 6.1: Varianten der K-Lokalisation in symmetrischer Priifverteilung
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™
,/ \ Mp—Wen

/' \ | prifgrage
\

ist dann also, ob die Priifgrofe im kritischen Bereich liegt. Falls die Priifgrofe
im kritischen Bereich liegt und damit mindestens so weit von ihrem Erwartungs-
wert entfernt ist wie ein kritischer Wert, dann wird die Nullhypothese verworfen.
Dabei lassen sich die kritischen Werte mit gegebenem o unmittelbar aus der
Tafel der jeweiligen Priifverteilung ablesen. Mit Computerunterstiitzung erfolgt
die Durchfiihrung statistischer Tests etwas anders: fiir die berechnete Priifgro-
$e wird die Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass die Priifgrofe unter Hy so oder
noch weiter vom Erwartungswert entfernt liegt. Diese Wahrscheinlichkeit wird
von der Statistik-Software mit dem p-Wert ausgegeben (s. Abbildung 6.2). Die
Interpretation der Statistik bzw. die Testentscheidung erfolgt dann durch den
Vergleich des p-Werts mit (vorgegebenem) a: ist p < «, dann wird Hy abgelehnt;
ist hingegen p > «, dann wird H beibehalten.
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6.3 Anpassungstests

Die Fragestellung fiir Anpassungstests lasst sich als die Frage formulieren, ob
eine Stichprobe hinsichtlich eines bestimmten Kennwertes oder der Verteilung
reprasentativ fiir eine Population mit bekanntem Parameter bzw. bekannter Ver-
teilung ist. Insofern in der Praxis die Parameter einer Population kaum bekannt
sind, wird es sich dabei um eine theoretisch angenommene Population han-
deln. Weil die Stichprobe allerdings aus einer tatséchlichen Population stammt,
kann die Fragestellung wie folgt iibersetzt werden: entspricht die tatséchliche
Population, aus welcher die Stichprobe stammt, beziiglich des zu untersuchen-
den Parameters oder der Verteilung der theoretisch angenommenen Populati-
on? Im folgenden wird eine kleine Auswahl von Anpassungstests exemplarisch
dargestellt: x2-Test fiir die (univariate) Hiufigkeitsverteilung einer kategorialen
Variable, z-Test fiir den Anteil, t-Test fiir das arithmetische Mittel (einer metri-
schen Variable) und t-Test fiir den Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten
(zweier metrischer Variablen).

6.3.1 Haiufigkeitsverteilung: y?-Anpassungstest

Der x2-Anpassungstest wird angewendet, wenn {iberpriift werden soll, ob sich
die empirische Verteilung der Variable X mit k Kategorien von einer theore-
tisch vorgegebenen Verteilung unterscheidet. Die theoretische Verteilung wird
dabei als relative Erwartungshéufigkeiten p der jeweiligen Kategorien angege-
ben. Dieser statistische Test erfordert, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
min (np(X =1),...,np(X =k)) > 5 und n > 40; d.h. die absoluten Erwar-
tungshiufigkeiten miissen jeweils mindestens 5 betragen und die Stichproben-
grofse darf nicht weniger als 40 Messwerte umfassen. Die Priifgréfse heiftt ,,Chi-

E L )
quadrat® und wird berechnet mit x? = & (X:i%(_;igfzj)ﬁ - Der gleichnamigen
j=1

Priifverteilung miissen als Parameter die Freiheitsgrade df = k — 1 iibergeben
werden: x2 ~ XZf:k—l' Hierbei behauptet die Nullhypothese, dass es keine Ab-
weichung der empirischen von den theoretisch erwarteten Haufigkeit gibt, also
Hy:p(X=1)=pX=1),...,p(X =k) = p(X =k). Die Alternativhypo-
these Hy : p(X =1) #p(X =1) oderp (X =2) # p(X =2) oder... hingegen
behauptet entsprechende Abweichungen. Weil die Priifverteilung nicht symme-
trisch ist, wird der Test einseitig durchgefiihrt, das Kriterium fiir die Ablehnung
von Hj ist damit X2 > Xﬁ 1o

Als Basis fiir die beispielhafte Berechnung werden die Daten des World Va-
lues Survey, Welle 6 (2013), fiir Deutschland, verwendet. Mit dieser Befragung
wurde unter anderem erhoben, was die Befragten aus einer Liste mit vier politi-
schen Zielen des Landes fiir das wichtigste halten. Die Haufigkeit der Antworten
zeigt Tabelle 6.1.

Fiir dieses Beispiel sollen die Erwartungshaufigkeiten der Gleichverteilung
folgen. D.h. wir iiberpriifen, ob die zur Auswahl stehenden Ziele in der Po-
pulation mit gleicher Haufigkeit genannt werden wiirden. Weil die Skala vier
Kategorien abbildet, ist die relative Erwartungshéufigkeit fiir jede Kategorie
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Tabelle 6.1: Haufigkeitsverteilung wichtigstes Ziel des Landes

wichtigstes Ziel f %

hohes Wirtschaftswachstum 993 49.18

starke Landesverteidigung 75 3.71

mehr individuelle Mitbestimmung 807 39.98

schonere Stadte und Landschaften 144 7.13
n 2019

Datengquelle: World Values Survey, Deutschland Welle 6 (Inglehart et al., 2014).

p = 1 = 0.25, als absolute Erwartungshéufigkeit ergibt sich mithin np =
2019 x 0.25 = 504.75 fiir jede Kategorie. Fiir die Priifgrofse wird

o (993 —504.75) L (1 504.75)° L (807 504.75)° L (ad- 504.75)°
AT VT 504.75 504.75 504.75

=1277.01

berechnet; sie folgt der x2-Priifverteilung mit hier konkret df = k — 1 = 3
Freiheitsgraden. Der entsprechende kritische Wert bei o = 0.05 ist ng:3 = 7281,
der kritische Bereich mithin K = [7.81, 00). Da x* > X3 .95 - oder alternativ
ausgedriickt: x? € K - wird Hy verworfen: die Verteilung der Ziele weicht also
signifikant von einer Gleichverteilung ab.

6.3.2 Anteilswert: z-Anpassungstest

Wenn getestet werden soll, ob sich ein Anteilswert p von einem theoretisch vor-
gegebenen Anteilswert py unterscheidet, dann kann der z-Anpassungstest zum
Einsatz kommen. Die Nullhypothese lautet, dass der Anteilswert nicht vom theo-
retisch vorgegebenen Anteilswert abweicht: Hy : p = pg. Fiir die Formulierung
der Alternativhypothese sind drei Varianten denkbar. Bleibt die Richtung der
hypothetischen Abweichung unspezifisch - d.h.: wenn es irrelevant ist, ob der
Anteilswert grofer oder kleiner als der theoretisch vorgegebene Anteilswert ist,
dann lautet die Alternativhypothese H4 : p # pg. Allerdings ist es bei diesem
statistischen Test auch moglich, die Richtung der Abweichung zu spezifizieren
mit der Annahme, dass der Anteilswert grofser oder kleiner als der theoretisch
vorgegebene Anteilswert ist. Die entsprechenden Alternativhypothesen lauten
dann Ha : p > pg oder Hy : p < pg respektive. Welche Variante der Alterna-
tivhypothese Verwendung findet, muss letztlich auf inhaltliche Erwédgungen und
die jeweils konkrete Fragestellung zuriickgefiihrt werden.

Die Prifgrofe z = % ist normal-verteilt mit Erwartungswert E (z) =
—Po

0 und Varianz var (z) = 1. Somit ist die Priifverteilung der Priifgrofe also die
Standardnormalverteilung: z ~ N (0, 1). Die Bedingungen fiir diesen Test sind,
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Tabelle 6.2: Alternativhypothesen und Lokalisation der kritischen Werte fiir z-
Anpassungstest

Hy Kriterium fiir Ablehnung von Hy kritischer Bereich
D # Ppo |2] > 210 K= (—oo, za/z] U [zl,a/z, oo)
P> Dpo Z 2 21—« K = [Zl—av OO)
P < po 2 < —21-q K = (-0, 24]

dass n > 60 und npy > 5. Die Lage des kritischen Bereichs bzw. das Kriterium
fiir die Ablehnung der Nullhypothese muss in Abhéngigkeit von der konkreten
Alternativhypothese bestimmt werden.

Erneut verwenden wir fiir ein Beispiel die Daten des World Values Survey,
und zwar eine Variable, welche die Selbsteinschédtzung der Handlungsautono-
mie abfragt. Es soll auch hier wieder untersucht werden, ob die Variable iiber
die Auspriagungen 1=ja, sehe mich als autonom handelndes Individuum und
2=nein, sehe mich nicht als autonom handelndes Individuum gleich-verteilt ist.
Bei einer dichotom skalierten Variable ergibt sich unter der Gleichverteilungs-
annahme py = 0.5 fiir beide Auspriagungen. Insofern die Behauptung der Al-
ternativhypothese - ndmlich dass keine Gleichverteilung vorliegt - unspezifisch
ist, wird zweiseitig getestet: Ha : p1 # po. In diesem Szenario, mit einer di-
chotom skalierten Variable und einer unspezifischen Alternativhypothese, ist es
bedeutungslos, fiir welche der beiden Auspridgungen der entsprechende Anteil
auf eine Anpassung an pg getestet wird. Fiir dieses Beispiel sei p; der An-
teil der Auspridgung 1 (Personen, die sich als autonom handelndes Individu-
um sehen). Aus den Daten des World Values Survey lésst sich ermitteln, dass
von n = 1982 Befragten (mit giiltigem Antwortwert fiir diese Variable) sich
ny = 1639 Personen als autonom handelnde Individuen sehen. Somit betrigt der

empirische Anteil fiir diese Antwortkategorie p; = 2839 = 0.8269. Als Priifgroke

1982
wird z = % = 29.107 ermittelt. Fir eine Irrtumswahrscheinlichkeit
~Tosz

a = 0.05 erhalten wir aus der Standardnormalverteilung als Priifverteilung bei
einem zweiseitigen Test zwei kritische Werte: za/, = —1.96 und z1_a/, = 1.96.
Weil |z| > z_as, bzw. 2z € K, wird Hy verworfen. Die empirische Verteilung
weicht also signifikant von einer Gleichverteilung ab.

6.3.3 Arithmetisches Mittel: t-Anpassungstest

Den Unterschied zwischen einem arithmetischen Mittel p einer Population und
einem theoretisch vorgegebenen arithmetischen Mittel g untersuchen wir mit
dem ¢-Anpassungstest. Die Nullhypothese behauptet mit Hy : 4 = pg, dass
die beiden arithmetischen Mittel gleich sind. Wie beim z-Anpassungstest, kann
hier die Alternativhypothese unspezifisch oder spezifisch formuliert und ent-
sprechend zwei- oder einseitig getestet werden. Die Priifgrofie ist ¢ = %\/ﬁ,
wobei ¢ die geschitzte Varianz der Population ist. Die Priifverteilung ist die
t-Verteilung mit df = n — 1 Freiheitsgraden, die ab n > 30 durch die Standard-
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Tabelle 6.3: Alternativhypothesen und Lokalisation der kritischen Werte fiir t-
Anpassungstest

Hy Kriterium fiir Ablehnung von Hy kritischer Bereich
1 # Ho [t] > ta 1o/ K = (=00, taf,as]| U [tar,1—a/z s ©0)
> po t2>tari-a K =ltg1—-a, )
< o t< ~tir1-a K = (—00, tg,q]

normalverteilung approximiert werden kann.

Ein fir diesen Test geeignetes Item im World Values Survey ist die Fra-
ge danach, wie fair die Befragten die meisten Menschen einschétzen: ,Glau-
ben Sie, die meisten Menschen wiirden Sie ausnutzen, sobald sich ihnen ei-
ne Moglichkeit bietet? Oder glauben Sie, die meisten Menschen wiirden sich
fair und korrekt verhalten? [...]“. Die metrische Antwortskala reicht von 1=Die
Menschen nutzen einen aus bis 10=Die Menschen verhalten sich fair. Eine
beispielhafte und fiir den t-Anpassungstest addquate Frage kénnte lauten, ob
die durchschnittliche Einschéitzung der Fairness signifikant von py = 5.5 ab-
weicht. Dieser nicht weiter spezifizierten Frage entspricht die Alternativhypo-
these Ha : 1 # po. Der empirische Durchschnitt in der Stichprobe (n = 2037)
liegt bei i = 5.66, die Standardabweichung betriagt & = 2.064. Fiir die Priifgro-
Re ergibt sich ¢ = 2:85-5:5,/9037 = 3.4987. Bei dieser groken Fallzahl kann die
Priifverteilung mit der Standardnormalverteilung approximiert werden, die ent-
sprechenden kritischen Werte (bei o = 0.05) sind somit ¢4f,a/, ~ 247, = —1.96
und tgp1_ap N 21_ap = 1.96. Da [t| > 21_a/, und mithin ¢ € K, kann Hy
verworfen werden: der empirische Durchschnitt der Fairness-Einschétzung un-
terscheidet sich signifikant von pg = 5.5.

6.3.4 t-Test fiir Produkt-Moment-Korrelationskoeflizienten

Um zu {iberpriifen, ob ein (Produkt-Moment-) Korrelationskoeffizient von einem
theoretisch vorgegebenen Korrelationskoeffizienten abweicht, kann ebenfalls ein
t-Test zur Anwendung kommen. Dabei ist es iiblich, den theoretisch vorgegebe-
nen Korrelationskoeffizienten mit g9 = 0 anzunehmen. Denn die Nullhypothese
Hy : 0 = 09 = 0 kann dann auch inhaltlich substantiell interpretiert werden als
wkein Zusammenhang zwischen den beiden Variablen (X und Y')“. Die vorzei-
chenmifige Gerichtetheit des Korrelationskoeffizienten ermoglicht dementspre-
chend (neben einer ungerichteten, zweiseitig zu testenden) auch eine gerichtete
(einseitig zu testende) Formulierung der Alternativhypothese. Als Prifgrofe

wird t = ((O.Bln (f_r:)) — <0.5ln (%))) v/n — 3 berechnet, wobei r = §
und die Priifverteilung die t-Verteilung mit df = n — 2 Freiheitsgraden ist.

In Abschnitt 4.2 wurde fiir n = 11 Fille die Korrelation der Variablen
Punkte Statistik und Punkte Mathe mit r = 0.8523 ermittelt. Die Frage da-
nach, ob es einen positiven Zusammenhang zwischen den beiden Variablen
gibt, ldsst sich als Alternativhypothese Hy : ¢ > 0 formulieren. Die Priif-
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Tabelle 6.4: Alternativhypothesen und Lokalisation der kritischen Werte fiir t-
Test eines Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten

Hy Kriterium fiir Ablehnung von Hy kritischer Bereich
0 # 0o [#] > tag.1 o K = (=00, tap.apa] U [tag -0/, o)
0> 0o t>tif1-a K= [tdf,l—a, 00)
0 < 0o t < —tif1-a K = (—o0, tdf,a]

groke t = (0.50n (195322) ) VIT=3 = 3.5765 wird hier einseitig und mit

df =n —2 =9 mit dem kritischen Wert (bei a = 0.05) tgr=9,1-o = 2.2622 ver-
glichen. Das Resultat dieses Vergleichs ¢ > tgr,1_ bedeutet ¢t € K und lésst sich
in die Aussage iibersetzten, dass es einen statistisch signifikanten positiven Zu-
sammenhang zwischen den Variablen Punkte Statistik und Punkte Mathe gibt.

6.4 Unterschiedstests

Bei Unterschiedstests fragen wir, ob mehrere Sub-Stichproben beziiglich eines
Kennwerts oder der Verteilung aus sich gleichenden (Sub-) Populationen stam-
men. Die Annahme ist, dass sich die Sub-Stichproben unterscheiden, wenn sich
die jeweiligen Populationen unterscheiden. Die Sub-Stichproben gehéren dabei
zu einer umfassenden Stichprobe und sind durch die Auspriagungen einer ka-
tegorialen Variable definiert. Statistische Unterschiedstests konnen immer auch
als Tests auf statistischen Zusammenhang zweier Variablen verstanden werden.
Sollte nédmlich ein Test das Ergebnis liefern, dass die Sub-Stichproben aus sich
unterscheidenden Populationen stammen, dann ist die Auspriagung des Kenn-
wertes oder die Verteilung eben abhdngig von der Population. Es wird also der
Zusammenhang zwischen der Variable, welche die Sub-Stichproben definiert,
und der Variable, deren Kennwert oder Verteilung Gegenstand des Tests ist,
untersucht. Kein Unterschied zwischen den Sub-Stichproben deutet darauf hin,
dass es keinen Zusammenhang der Variablen gibt. Bei jedem Unterschiedstest
behauptet die Nullhypothese, dass es keine Unterschiede bzw. keinen Zusam-
menhang gibt.

Exemplarisch werden hier zwei iibliche Unterschiedstests vorgestellt: y2-Test
fiir Verteilung (kategoriale Variable) und fiir das arithmetische Mittel einen F-
Test.

6.4.1 Hiufigkeitsverteilung: y?>-Unabhiingigkeitstest

Soll untersucht werden, ob es einen stochastischen Zusammenhang zwischen
zwei kategorialen Variablen gibt, dann kann der y2-Unabhingigkeitstest zur
Anwendung kommen. Dabei sei k die Kategorienzahl der Variable X, und m
die Anzahl der Kategorien von Variable Y. Die Aufgabenstellung besteht hier
darin, zu testen, ob sich die durch X bedingten Verteilungen der Variable Y si-
gnifikant unterscheiden - d.h. die selbe Fragestellung, die in Abschnitt 4.1 nach
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Tabelle 6.5: Kreuztabelle Glauben an Himmel und Glauben an Holle (mit Er-
wartungshiufigkeiten)

Glauben an Hoélle

nein ja >
nein 40693 979 41672
% (Glauben an Himmel) 97.7 2.3
Glauben np 16820.8  24851.2
an . f 17108 84417 101525
Himmel . % (Glauben an Himmel) 16.9 83.1
np 40980.2 60544.8

> f 57801 85396 143197
% (Glauben an Himmel) 40.4 59.6

Datenquelle: World Values Survey 1981-2008 (Inglehart et al., 2014).

S2Augenmafs“ beurteilt wurde, nun mit einem statistischen Test zu beantworten.
Die Nullhypothese lautet, dass es keine Unterschiede zwischen den X-bedingten
Verteilungen von Y gibt, Hy : p(Y|X =1) = ... = p(Y|X = k). Wenn die
Nullhypothese zutrifft und die Verteilungen von Y also unabhéngig von X sind,
dann ist unter jeder Bedingung von X die Verteilung von Y gleich ihrer (unbe-
dingten) Randverteilung, p (Y |X ) = p(Y). Somit sind die bedingten relativen
Erwartungshaufigkeiten p (Y =1|X = j) = p(Y =) und die globalen relativen
Erwartungshaufigkeiten demnach p(X =j,Y =1) = p(X =j)p(Y =1). Mit
den Voraussetzungen, dass n > 60 und min (np (X = 3,Y =1)) > 5, kann der

k m . . .
Test mit der x7; , ,-verteilten Priifgrofe x* :jgll; (f(X=) :;(l))(_:r;p)(,il:)ﬂ Y=0)"
und df = (k — 1) (m — 1) durchgefiihrt werden.
Ein passendes exemplarisches Szenario findet sich in Abschnitt 4.1 mit den
Daten in Tabelle 4.2, erginzt durch die Erwartungshéufigkeiten in Tabelle 6.5.

Damit kann die Priifgrofe

» (40693 — 16820.8) L 79— 24851.2)° L (17108 - 40980.2)*
16820.8 24851.2 40980.2

(84417 — 60544.8)*

= 80130.462
60544.8 80130.4626

berechnet und mit der y2-Priifverteilung verglichen werden. Der kritische Wert
bei @« = 0.05 und mit df = (2—-1)(2—1) = 1 ist X?lf,l—a = 3.84. Da x? >
Xzf,lfa’ wird die Unabhéngigkeit behauptende Nullhypothese verworfen und
das bereits in Abschnitt 4.1 erzielte Ergebnis bestétigt: Es gibt einen Zusam-
menhang zwischen Glaube an Himmel und Glaube an Hélle.
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6.4.2 Arithmetisches Mittel: F-Test auf Unterschied

Eine Moglichkeit, den Zusammenhang zwischen einer kategorialen Variable (X
mit k Kategorien) und einer metrischen Variable (Y) zu untersuchen, ist der Ver-
gleich der X-bedingten arithmetischen Mittel von Y. Dafiir kann getestet wer-
den, ob sich die durch X bedingten arithmetischen Mittel der Variable Y signifi-
kant unterscheiden. Die Nullhypothese Hy : p (Y[ X =1)=...=p (Y |X =k)
behauptet, dass es keine Unterschiede zwischen den X-bedingten arithmetischen
Mittelwerten von Y gibt. Falls die Nullhypothese zutrifft, so ist ¥ unabhén-
gig von X und die arithmetischen Mittelwerte von Y somit unter jeder Be-
dingung von X gleich dem unbedingten arithmetischen Mittel. Die Priifgrofe

k
= ;(f(X:j)(ﬂ(Y\X:j )=i(¥))?)

F = ist Fdfhdf%l_a—verteilt mit df; = k—1 und

. (jilf(f;”(<yw—ﬂ(Y|ij>>2))
dfs = n — k Freiheitsgraden (Winer, 1962).

Tabelle 6.6 listet fiir die Variable der Fairness-Einschétzung (s. Abschnitt 6.3.3)
sowohl fiir die Bundeslédnder als auch gesamt die arithmetischen Mittel, Stan-
dardabweichungen, Haufigkeiten, und die mit den jeweiligen Haufigkeiten ge-
wichteten quadrierten Differenzen der arithmetischen Mittel in den Bundes-
landern zum arithmetischen Mittel der Gesamtstichprobe. Eine fiir den F-Test
geeignete Fragestellung ist nun, ob sich die Personen in den Bundeslandern
beziiglich der durchschnittlichen Fairness-Einschitzung (signifikant) unterschei-
den. Mit anderen Worten: hat das Bundesland, in dem eine Person lebt, Einfluss

auf die Fairness-Einschatzung? Mit den gegebenen Daten kann die Priifgrofe

1 -142.9293

F = 20371716((2‘0612’;;(203771))7142.9293) = 2.2574 berechnet und mit dem kriti-

schen Wert aus der F-Verteilung mit df; = 16 — 1 = 15, dfs = 2037 — 16 = 2021
und o = 0.05, Fyf, af,,1—a = 1.6713, verglichen werden. Da in diesem Fall
F > Fuf, af, 1—a.kann Hy verworfen werden; d.h. die durchschnittliche Fairness-
Einschétzung unterscheidet sich signifikant zwischen den Bundesldndern.

6.5 Weitere Kriterien zur Beurteilung statistischer
Testresultate

Die Entscheidung iiber Annahme oder Ablehnung der (Null-) Hypothese er-
folgt in der klassischen inferentiellen Statistik allein anhand der ermittelten
(Irrtums-) Wahrscheinlichkeit des Alphafehlers bzw. der berechneten Priifgro-
fe. Und tatséchlich ist die Wahrscheinlichkeit des Alphafehlers ein notwendiges
- und unter ,rein inferenzstatistischem® Aspekt auch hinreichendes - Kriterium
fiir entsprechende Fragestellungen. Allerdings liefert die inferenzstatistische In-
terpretation solcher Testresultate nicht per se die praktische Bedeutung. Dafiir
kénnen allerdings Effektstérken herangezogen werden (Cohen, 1994). Besonders
dienlich sind in dieser Hinsicht vergleichbare Parameter mit einem definierten
und normalisierten Wertespektrum. Bezliglich solcher statistischer Tests, mit
denen der Zusammenhang von zwei Variablen untersucht werden kann, liegt



Tabelle 6.6: Einschatzung der Fairness in Bundesldndern

Bundesland j AYIX=35) s(Y|X=j) [f(X=j) [X=)@EYIX=j)-p))>
Schleswig-Holstein 5.73 1.909 71 0.3546
Hamburg 6.16 2.002 45 11.2801
Niedersachsen 6.01 1.841 197 24.2247
Bremen 5.00 1.566 17 7.3902
Nordrhein-Westfalen 5.74 1.674 445 2.8957
Hessen 5.13 2.033 148 41.4685
Rheinland-Pfalz 5.93 1.649 100 7.3261
Baden-Wiirttemberg 5.47 2.274 264 9.4635
Bayern 5.62 2.468 311 0.4811
Saarland 5.71 2.035 25 0.0642
Berlin 5.81 2.511 87 1.9750
Brandenburg 5.70 1.983 64 0.1058
Mecklenburg-Vorpommern 5.47 2.191 42 1.5056
Sachsen 5.89 2.198 107 5.6932
Sachsen-Anhalt 4.95 1.955 57 28.6797
Thiiringen 5.64 1.965 57 0.0213

k=16 1 (Y)=566 s(Y)=2064 n=2037 > =142.9293
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ein solches Maf z.B. mit dem bereits besprochenen Koeffizienten der Produkt-
Moment-Korrelation vor. Zwar kann der Korrelationskoeffizient nicht fiir jeden
Test unmittelbar berechnet werden. Aber viele Priifgréfsen lassen sich in einen
vorzeichenlosen Korrelationskoeflizienten umrechnen; der Betrag ist dann ein
Mafs fiir die Effektstéarke. Ist |r| = 0, dann gibt es keinen Effekt, || = 1 représen-
tiert den stirksten moglichen Effekt. Beispielhaft sei hier die Umrechnung von
x? des entsprechenden Unabhingigkeitstests mit den Daten aus Abschnitt 6.4.1
demonstriert. Eine Variante der Gleichung fiir die Umrechnung (Stuart, 2010)

2
2 801304626 _
X 80130.4626+143197 — 0-299.

Demnach ist der Zusammenhang zwischen Glaube an Himmel und Glaube an
Holle nicht nur statistisch signifikant, sondern dariiber hinaus auch mit |r| > 0.5
als stark einzuschétzen.

Weiterhin kann die Giite eines Tests mit der auf dem Betafehler (s. Abschnitt
6.1) basierenden statistischen Power beschrieben werden (Cohen, 1988). Dabei
ist es allerdings problematisch, dass die Wahrscheinlichkeit 3, den Betafehler
zu begehen, nicht unmittelbar aus den Daten bestimmt werden kann, da die
Alternativhypothese nicht hinreichend spezifisch dafiir ist. D.h. es gibt keinen
konkreten Erwartungswert fiir 6 unter der Bedingung, dass H 4 zutrifft. Fiir ent-
sprechend spezifizierte Szenarien kann die Wahrscheinlichkeit 8 jedoch ermittelt
werden. Fiir diese Bestimmung der statistischen Power muss also eine maximal
hinnehmbare Wahrscheinlichkeit « des Alphafehlers gesetzt werden. Dafiir kann
auf das iibliche Signifikanzniveau a = 0.05 rekurriert werden. Schliefslich kann

ist |r| = fiir das konkrete Beispiel also |r| =

die Power eines statistischen Tests berechnet werden als 1 — 3 = Py (é — 91—u)-
Um das angefangene Beispiel nun auch unter dem Aspekt der statistischen Power
darzustellen, ergibt sich 1 — g = Pxﬁle (80130.4626 — 3.84) = 0.9999. Insofern
fiir einen akzeptablen Test eine statistische Power 1 — 8 > 0.8 erwartet wird,
kann auch in dieser Hinsicht das signifikante Ergebnis des besprochenen Bei-
spieltests als robust angesehen werden.
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Kapitel 7

Schatzmodelle

7.1 Erklarung, Pradiktion und Residuen

Die grundsétzliche Funktion von statistischen Modellen ist die Pradiktion: die
Werte einer (abhéngigen) Variable Y sollen fiir konkrete Fille vorhergesagt wer-
den. Eine derartige Vorhersage durch ein Modell wird als Prddiktion bezeichnet.
Dafiir muss das theoretische Modell als Funktions- bzw. Modellgleichung formu-
liert werden. Konkrete vorhergesagte Werte ¢; sind somit jeweils das Ergebnis
der Modellfunktion. Insofern solche Funktionen Parameter der Population ver-
wenden, die i.d.R. unbekannt sind, miissen die auf den empirischen Daten beru-
henden Losungen dieser Gleichungen als Schdtzungen begriffen werden - daher
die Bezeichnung entsprechender Modelle als Schdtzmodelle.

Mit Schétzmodellen konnen zwei Ziele verfolgt werden. Das héufigste An-
liegen in Verbindung mit Schétzmodellen ist die quantifizierte Erkldrung von
Zusammenhéngen. Quantifizierung in diesem Sinne meint die Schétzung der
Gleichungsparameter der Modellfunktion Y und damit die Information, wel-
chen konkreten Wert der Variable Y das Modell fiir einen bestimmten Fall i
mit konkreten Auspridgungen des (unabhéngigen) Variablenvektors X vorher-
sagt: §; = Y (X;). Dieses Ziel scheint womdéglich auf den ersten Blick keinen
brauchbaren Mehrwert zu bringen, insofern die konkreten Ausprigungen y; in
den Daten bekannt und gemessen sind und daher gar nicht vorhergesagt werden
miissen. Bei der Losung der Modellgleichung werden die konkreten Y-Werte
auch tatséchlich als gegeben behandelt - die Losung betrifft die unbekannten
Parameter des Modells. Die ,Vorhersage des bereits Geschehenen® ist hierbei
also quasi das Mittel fiir das Ziel der Modellschétzung. Und mit einem Modell
bzw. den jeweiligen Parametern kénnen dann eben Zusammenhinge praziser
abgebildet werden.

Das zweite Ziel in Verbindung mit statistischen Schiatzmodellen betrifft ihre
Anwendung im Sinne der Vorhersage tatséchlich nicht gemessener Werte. Fiir die
wissenschaftlich-empirische Forschung ist diese Anwendung statistischer Schétz-
modelle jedoch eher trivial, ein Mehrwert solcher Priadiktionen ergibt sich hier

54
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fiir die (nicht-wissenschaftliche) Praxis. Allerdings steht dieses Anwendungs-
ziel mit dem statistischen Ziel in Verbindung: ein statistisches Schatzmodell,
mit welchem Pridiktionen vorgenommen werden kénnen, kommt eben nicht
wie Manna vom Himmel gefallen - es muss auf einer empirischen Grundlage
geschatzt werden.

Sowohl fiir das statistische Primérziel als auch fiir das sekundédre Anwen-
dungsziel wird ein Schétzmodell angestrebt, welches die Realitdt so gut wie
moglich trifft. D.h. die Pradiktionen (der bekannten Y-Werte) durch das Modell
sollen in der Summe mit moglichst wenigen bzw. kleinen Fehlern erfolgen. Die als
Residuen (e) bezeichneten Préadiktionsfehler beschreiben die Differenz einer Préa-
diktion zum jeweils empirischen (tatséchlich gemessenen) Y-Wert: e; = y; — ;.
Die Giite eines Modells (,,Goodness-of-Fi’) ist also umso grofer, je kleiner die
Residuen sind. Die géngigen Algorithmen zur Schitzung der Modellparameter
zielen im Kern darauf ab, die Modellgleichung durch Schéitzung der Parameter
so zu 16sen, dass die Residuen minimal sind.

7.2 Varianzkomponenten

Ein Mafs dafiir, wie grofs in der Summe die Residuen sind, ist die Varianz der
Residuen um E () = 0: s? = L= 3" e? = L > (y; — 9:)%. Jedoch ist diese
i=1

n—1

Residuen-Varianz allein und mit Bllick auf die G:iitle des Schétzmodells schwer
bzw. gar nicht substantiell interpretierbar. Denn es gibt zwar eine theoretische
Untergrenze der Varianz - aber keine Obergrenze. Mithin lésst sich die Modellgii-
te anhand der Varianz lediglich im Vergleich mit der Varianz eines alternativen
Modells (mit derselben abhéngig Variable und der Schéitzung anhand der glei-
chen Datenbasis) bestimmen: welches Schitzmodell fiihrt zu einer geringeren
Varianz und hat damit eine grofere Giite? Der Vergleich der Varianz mit einem
beliebigen alternativen Modell liefert aber immer noch kein standardisiertes Maf
fiir die Modellgiite.

Allerdings lasst sich ein Modellgiitemaft auf der Grundlage der Residuen-
Varianz bestimmen, wenn als Referenz statt irgendeines alternativen Schétz-
modells ein sogenanntes Nullmodell verwendet wird. Das Besondere an einem
solchen Nullmodell ist, dass es keine Funktion unabhingiger Variablen X ist,
sondern eine Funktion allein der abhéngigen Variable Y. Zudem ist die Pra-
diktion des Nullmodells eine Konstante, d.h. fiir jeden konkreten Fall i eines
Samples wird der gleiche Y-Wert vorhergesagt. Mit dem Nullmodell wird al-
so genau ein Parameter geschétzt. Nichtsdestotrotz gilt fiir das Nullmodell der
Anspruch minimaler Residuen. Mithin muss der geschitzte Parameter, der als
Pradiktion fiir Y fungiert, die Eigenschaft aufweisen, dass es - fiir den konkre-
ten Datenbestand - keinen anderen Wert als Prédiktion gibt, fiir welchen die
Varianz der Residuen noch kleiner wére. Nur Schitzmodelle, die zusétzliche Pa-
rameter fiir den X-Vektor schitzen, konnen eine geringere Varianz aufweisen.
Diese Minimaleigenschaft nun erfiillt das arithmetische Mittel (s. Abschnitt 3.2):



KAPITEL 7. SCHATZMODELLE 56

weil > (y; — ¢ )2 — mian die Losung ¢ = ¢ hat, ist das Nullmodell mit der ge-
i=1

ringsten Varianz §; = § = Z y;. Mit Blick auf die Residuen ist dabei also

Y = Y+ €, dh. e =y — y Somlt entspricht die Varianz des Nullmodells
st =1 Z (y; —)° der Varianz der Variable Y (s. Abschnitt 3.3). Die Va-

pr
rianz des ZNullmodells wird dann als Referenz verwendet, denn bei gleichem
Sample und gleicher Variable gibt es kein Modell welches eine gréfiere Varianz
und damit eine schlechtere Modellgiite aufweist. Sei die Varianz der Residuen
eines Modells mit X-Vektor s?, dann ist s, = s3 — s? der Teil der Varianz
des Nullmodells, welcher durch das finale Modell mit X-Vektor erklart werden
kann. Das finale Modell ist quasi um 5?\4 besser als das ,schlechteste aller Mo-
delle, das Nullmodell. Nun ist es moglich, anhand dieser Zerlegung der Varianz
des Nullmodells in Varianzkomponenten (s3 = s + s3,) - der durch das finale
Modell gegeniiber dem Nullmodell erklirten Streuung der Residuen s3, und der
nicht erklirten Streuung s - die Modellgiite des finalen Modells mit einem nor-
mierten Mal zu beschreiben, Als Anteil der erkldrten Varianz an der Varianz
des Nullmodells liegt R? = Z—Ag im Intervall [0, 1], also 0 < R? < 1.

7.3 Regression: Modelle, Algorithmen, Beispiele

Eine weit verbreitete Klasse von Verfahren zur Schitzung statistischer Modell
firmiert unter dem Begriff Regressionsanalyse. Wortlich bedeutet Regression die
Zurickfihrung - im Kontext der Statistik die Zuriickfithrung der Auspriagung
einer abhéngigen Variable auf die Ausprdgungen eines Vektors unabhingiger
Variablen, was eben genau der Beschreibung eines statistischen Schétzmodells
entspricht. Allerdings gibt es diverse Arten von Funktionsgleichungen, deren
Lésung ggf. spezielle Schitzalgorithmen erfordern. In diesem Kapitel werden
lediglich die prominentesten Regressionsverfahren besprochen.

7.3.1 Lineare Regression: OLS

Wie die Bezeichnung der linearen Regression womoglich vermuten lésst, basiert
dieses Verfahren auf einem Modell, welches die statistischen Beziehungen zwi-
schen abhéngiger Variable und unabhéngiger Variable(n) als linear formuliert.
Um dies zu veranschaulichen, greifen wir zunéchst auf das Beispiel zur Korrelati-
on aus Abschnitt 4.2 zuriick. Auf einen linearen Zusammenhang hin untersucht
wurden die Variablen Punkte Statistik (X) und Punkte Mathe (Y'). Anhand
der berechneten Korrelation (r = 0.8523) konnte ermittelt werden, dass es einen
starken und positiven linearen Zusammenhang zwischen den beiden Variablen
gibt. D.h. je grofer die Punktzahl eines Studierenden in Mathe, desto grofer
seine Punktzahl in Statistik. Zwar suggeriert dabei die Zuordnung der Symbole
X und Y, dass Punkte Statistik die unabhéngige Variable ist und Punkte Ma-
the die abhéngige Variable. Fiir die Berechnung des Korrelationskoeffizienten ist
diese Zuordnung jedoch ohne Belang und theoretisch nicht erforderlich. Aber fiir
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ein Schitzmodell, welches die Pradiktion allein der abhéngigen Variable liefert,
ist die Unterscheidung von abhéngiger Variable und unabhéngiger Variable(n)
essentiell. Um fiir dieses Beispiel ein statistisches Modell zu formulieren und sei-
ne Parameter zu schitzen, legen wir explizit Punkte Statistik als unabhéngige
Variable (X) fest und Punkte Mathe als abhiingige Variable (V).

Das allgemeine Modell einer linearen Regression mit £ unabhéngigen Varia-
blen ist formuliert mit

k
Ui = bo+ Z (bjsz)
=1

Dabei sind by und l;j die statistisch geschatzten Parameter des Modells. Zwar
sind beide Parameter im Modell konstant. Allerdings wird nur by auch als Kon-
stante bezeichnet, weil die Produkte der sogenannten Regressionskoeffizienten
lA)j mit dem jeweiligen Wert der unabhéngigen Variable x;; eben nicht konstant
sind. Es wird deutlich, dass die Pradiktion ¢; abhéngig von den jeweiligen Wer-
ten der unabhéngigen Variable(n), x;;, ist.

Der OLS-Algorithmus zur Losung einer solchen Modellgleichung lasst sich
elegant in Matrixschreibweise darstellen. Sei X eine (n, k + 1)-Matrix, die einer
Datenmatrix dhnlich in den Zeilen die Fille enthélt und in den Spalten 2 bis k+1
die unabhéngigen Variablen des Modells. Die erste Spalte ist mit 1 aufgefiillt
und représentiert den konstanten Vektor. Der n-dimensionale Spaltenvektor y
beinhaltet die Werte der abhéngigen Variable fiir die jeweiligen Fille. Die sta-
tistischen Schitzungen der Regressionskoeffizienten Bj (inklusive der Konstante
bo) werden im (k 4 1)-dimensionalen Vektor b abgebildet. Die Gleichung zur
Losung der Koeffizienten lautet somit

b=(X'X)"'Xy

Fiir das begonnene Beispiel wird nun das Modell einer linearen Regression
formuliert, welches sich hier fiir die Pradiktion von Punkten in Mathe (Y') den
Zusammenhang dieser Variable mit Punkten in Statistik (X)) zunutze macht:
§; = bo + b1z;. Als Ergebnis erhalten wir hier by = 2.6675 und b; = 0.9561; die
konkrete Regressionsgleichung fiir dieses Beispiel ist also ¢; = 2.6675+0.9561x;.
Somit ist nun auch leicht ersichtlich, inwieweit das Modell den Zusammenhang
von Y mit X als linear formuliert: im Streudiagramm kann das Modell als eine
Gerade durch die bivariate Streuung dargestellt werden (Abbildung 7.1). In
diesem Lichte lasst sich der Regressionskoeffizient by als Steigung dieser Gerade
beschreiben: wenn X um einen Punkt steigt, dann verdndert sich der Schatzwert
fiir Y um by. Die Konstante by fungiert als Achsenabschnitt (d.h. Schnittpunkt
mit der Y-Achse): die Pradiktion fiir Y ist also 1307 wenn x; = 0.

1Von Ausnahmen abgesehen, folgt in der Praxis die Zuordnung der Variablen als abhdngig
und unabhingig (kausal-) theoretischen Erwédgungen. Fiir dieses Beispiel gibt es jedoch keine
theoretische Begriindung; die Zuordnung von Punkte Statistik zu X und Punkte Mathe zu'Y
ist hier arbitréar.
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Abbildung 7.1: Streudiagramm, Modell und Residuen der Variablen Punkte Sta-
tistik (X) und Punkte Mathe (Y)

¥ [Punkte Mathe)

0 10 20 30 50 60

¥ [Punkte Statistik)

Residuen: e; = yi — Qi, Ui =i — Yy Ui + € =Yi — 7Y

In Abbildung 7.1 ist zudem die Zerlegung der Varianz in ihre Komponen-

ten anhand eines konkreten Falles dargestellt. Demnach kann die Varianz des
n

Nullmodells s = 15 > (u; + e;)” in die durch das Modell erklirte Varianz

i=1

n n
s3 =L 221 (u;)” und die vom Modell nicht erkliirte Varianz s2 = L 21
1= 1=

(e:)” zerlegt werden. Die Varianz des Nullmodells ist die quadrierte (bereits in
Abschnitt 4.2 ermittelte) Standardabweichung, s% = s3- = 14.8758? = 221.2894.
Die Ermittlung der nicht erkldrten Varianz ist detailliert mit der um die Pra-
diktionen und die Residuen erweiterten Datenreihe verdeutlicht:

Student @ 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11

Pkte. Statistik (X)) 39 34 31 48 46 23 17 12 16 28 10

Pkte. Mathe (Y) 38 47 44 51 35 29 22 14 12 19 9
Modell (Y) 39.55 34.77 31.91 48.16 46.25 24.26 18.52 13.74 17.56 29.04 11.83
Res. e; = y; — U4 -1.55 12.23 12.09 2.84 -11.23 4.74 3.48 0.26 -5.5644 -10.04 2.83
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1.55472
+12.22592
+12.09422
+2.84052
+11.24742
$2=—— | +4.7430*> | =60.7109
+3.47962
+0.26012
+5.56442
+10.03762
+2.82782

Die erkléarte Varianz ergibt sich aus der Differenz zwischen der Varianz des
Nullmodells und der residualen Varianz: s, = s3 — s2 = 221.2894 — 60.7109 =
160.5785. Somit betrdgt der Anteil der erklirten Varianz (an der Varianz des

Nullmodells) R2 = S = 1005785 _ 7956,

SO

7.3.2 Logistische Regression

Die Modellgleichung einer logistischen Regression ist nicht linear, sondern logis-
tisch. Logistische Modellgleichungen eignen sich besonders gut zur Modellierung
abhéngiger Variablen, die in ihrem Wertespektrum begrenzt sind. So werden
z.B. Variablen, die ein dichotomes Ereignis représentieren, hdufig mit einer lo-
gistischen Regression statistisch modelliert. Um dies zu illustrieren, greifen wir
erneut auf die Beispieldaten zuriick, welche bereits fiir die Themen Korrelation
und lineare Regression verwendet wurden - allerdings mit einer entscheiden-
den Modifikation der abhéngigen Variable. Y sei nicht linger die Punktzahl
in einer Mathematik-Klausur, sondern die Zuordnung, ob ein Studierender die
Mathematik-Klausur bestanden hat (Y = 1) oder nicht (Y = 0). Als Schwelle
wollen wir festlegen, dass Studierende mit mindestens 20 Punkten in Mathe die
Klausur bestanden haben.

<20 y=0 (Mathe-Klausur nicht bestanden)

Punkte Mathe
>20 y=1 (Mathe-Klausur bestanden)

Student ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

Punkte Statistik (X) 39 | 34 | 31 | 48 | 46 | 23 | 17 | 12 | 16 | 28 | 10

Mathe-Klausur bestanden (V') 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

Die OLS-Modellierung von Y wiirde hier zu unmoglichen Werten fiihren, in-
sofern das Wertespektrum der linearen Funktionsform unbegrenzt und stetig ist
- wihrend die Skala der hier verwendeten Variante von Y begrenzt und diskret
ist: {0, 1}. Eine Moglichkeit der Modellierung einer solchen dichotomen Variable
besteht nun darin, nicht mehr die Variable selbst - sondern die Wahrscheinlich-
keit ihrer Ausprigungen als abhingig zu betrachten: P (Y = 1). Eine sich daraus
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Abbildung 7.2: Werte einer logistischen Funktion
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unmittelbar ergebende Konsequenz ist, dass eine Eintrittswahrscheinlichkeit als
abhéingige Variable stetig ist. Eine lineare Modellierung von Wahrscheinlich-
keiten ist allerdings trotz der stetigen Skalierung inadédquat, weil das Werte-
spektrum mit [0, 1] weiterhin begrenzt ist und OLS weiterhin unmogliche Werte
vorhersagen konnte. Hingegen wird mit einer logistischen Modellierung genau
diese Anpassung an das Wertespektrum von Wahrscheinlichkeiten erreicht (s.
Darstellung in Abbildung 7.2).

Das allgemeine Modell einer logistischen Regression mit k& unabhingigen
Variablen lautet

R 1
Pyi=1)= T
*(50#2 (%‘%’i))
1+ exp i=t

Wie leicht zu sehen ist, handelt es sich dabei eigentlich um die logisti-
sche Transformation des linearen Schitzmodells Y;: P (y; = 1) = 1+eip—f" Der
entscheidende Unterschied des logistischen Schétzmodells zum OLS-Modell ist
die Bestimmung der Residuen, insofern die lineare Modellkomponente eben
nicht addquat die abhéngige Variable vorhersagt. Die Vorhersage ist letztlich
die Wahrscheinlichkeit. Daher werden die Residuen im logistischen Modell als
e; = y; — P (y; = 1) ermittelt. Als Schiitzmodell wird auch von der logistischen
Regression gefordert, dass die Varianz der Residuen minimiert wird - eine Anfor-
derung, die nun jedoch die OLS-Methode fiir die abhéngige Variable hier nicht
mehr erreichen kann. Stattdessen erfolgt die Residuen minimierende Schétzung
der Modellparameter iterativ mit dem Maximum-Likelihood-Verfahren (ML).

Dabei wird die residuale Varianz iiber einen Umweg minimiert: ndmlich durch
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die Maximierung der Likelihood. Die Likelihood ist ein Maf, welches die Ahn-
lichkeit zwischen Modell (Pradiktion) und (empirischen) Daten beschreibt. Das
Schema des iterativen ML-Verfahrens ist, dass mit den in der vorangegangenen
Iteration ermittelten Modellparametern die Pradiktion der abhéngigen Varia-
ble (P) durchgefiihrt und die Ahnlichkeit zur abhiéingigen Variable (Y') fallweise

A . 1-y;
mit C; = P (y; = 1)¥ (1 — Py = 1)) " berechnet wird. Die Likelihood er-
gibt sich dann aus der Gesamtheit dieser fallweisen Beitrdge: L =[] C; .

=1
Als Startwert filir die erste Iteration kann den Modellparametern Null zuge-
wiesen werden. Der erste Schritt einer ML-Tteration besteht in einer Pradiktion
der P (y; = 1) und der sich daraus ergebenden Streuung

w =Z (Pwi=1(1-Pw=0))

Mit dem Skalar W wird die Matrix X quasi gewichtet:

X = WX
Mit dem néchsten Schritt wird die Matrix

V= (X’X) "x/

ermittelt, deren Elemente die Grundlage fiir

dij = 45 (yi — Py = 1))

sind, womit die Modellparameter angepasst werden kénnen:

i=1

wobei B; der Schitzwert des jeweiligen Modellparameters aus der vorange-
gangenen Iteration ist. Das Iterieren kann abgebrochen werden, wenn sich die
Schitzwerte der Modellparameter durch die iterative Anpassung kaum noch dn-
dern, wenn also die Elemente der Matrix D sehr kleine Betrige aufweisen (z.B.
max (|d;;|) < 0.001). Weiterhin kann eine maximale Anzahl von Iterationen
(z.B. 20) vorgegeben werden.

Mit der logistischen Regression erhalten wir hier folgende Schétzungen: bo =
—3.9294 und b; = 0.1875.
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Student ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Punkte Statistik (X) 39 34 31 48 46 23 17 12 16 28 10
Mathe bestanden (Y) 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

lineares Modell (XA/) 3.38 2.45 1.88 5.07 4.70 0.38 -0.74 -1.68 -0.93 1.32 2.05
‘Wahrsch.-smodell (15) 0.97 0.92 0.87 0.99 0.99 0.59 0.32 0.15 0.28 0.79 0.11
fallw. Likelihood (Cpy) 0.97 0.92 0.87 0.99 0.99 0.59 0.32 0.84 0.72 0.21 0.89

Nullmodell (7) 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64
Likelihood Nullmod. (Cq) 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64 0.64 0.36 0.36 0.36 0.36

Ublicherweise (u.a. um nicht mit sehr kleinen Betriigen rechnen zu miis-
sen) wird statt der Likelihood die logarithmierte Likelihood (,,LogLikelihood®)
LL berichtet. Fiir das finale Modell erhalten wir hier LLy; = —4.1203, und
fiir das Nullmodell LLy = —7.2106. Mit dem ML-Verfahren wurde also die
(logarithmierte) Likelihood maximiert - und insofern jedes statistische Modell
mit Pradiktoren mindestens so viel Varianz aufklart wie das Null-Modell, ist
dementsprechend LLy; > LLg. Nun ist allerdings die Differenz LLy; — LLg
ein ziemlich schwer zu interpretierendes Maf fiir die Modellgiite. Jedoch ist die
mit -2 multiplizierte Differenz der logarithmierten Likelihoods x?2-verteilt (mit
df = k Freiheitsgraden): x%; = —2(LLo — LLys). Insofern nun x? in die Ef-
fektgrofe r umgerechnet werden kann (vgl. Abschnitt 6.5), lidsst sich weiterhin

2
das Giitemaf pseudo-R? = —¥LL— berechnen.
Xz tn
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Fiir die statistischen Auswertungen in diesem Teil wurde die Software DASMoD

(Forster, 2022) verwendet.

V.1 Statistische Drittvariablenkontrolle

In Teil IV wurde thematisiert, dass mit statistischen Modellen der Effekt einer
unabhéngigen Variable X auf eine abhéngige Variable Y geschétzt werden kann.
Um einen solchen Effekt unverzerrt zu schitzen, muss ggf. eine hohe Komple-
xitédt beriicksichtigt werden: Y wird womdglich nicht lediglich durch X beein-
flusst, sondern auch durch andere Variablen Z (,Drittvariablen). Der Effekt
einer Drittvariable Z kénnte den primér interessierenden Effekt der Variable X
iiberlagern und damit unterdriicken oder verstérken. Statistische Schitzmodelle
beriicksichtigen diese Komplexitit insofern mit ihnen statistisch auf Drittvaria-
blen kontrolliert wird, was die Schitzung bereinigter Nettoeffekte erlaubt.

Hier wird im Folgenden ein beispielhaftes Szenario dargestellt, in welchem
eine unterlassene statistische Drittvariablenkontrolle zu einer Unterschitzung
des interessierenden Effekts fiihrt.

Abbildung V.1.1: Skizze Versuchsauftbau

Abbildung V.1.1 zeigt den Versuchsaufbau: Fiir ein Fahrzeug ohne eigenen
Antrieb wird jeweils eine Strecke aufgebaut, welche durch zwei variable Para-
meter charakterisiert ist - die Lange (length) der Strecke und ihre Neigung (o).
Nachdem die Strecke entsprechend der vorher festgelegten Werte der beiden
Streckenparameter aufgebaut wurde, erfolgte die Positionierung des Fahrzeugs
am oberen Anfang der Strecke. Die Zeit (time), die das Fahrzeug bendtigte, um
bis zum unteren Ziel zu rollen, wurde gemessen.

Der primaér interessierende Effekt ist der Einfluss der Distanz auf die beno-
tigte Zeit. Mit anderen Worten: time ist die abhéngige Variable (Y'), length ist
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die unabhéngige Variable (X).

Abbildung V.1.2: Modell 1

[T Djength @

length > time

Mit Modell 1 werden lediglich die unmittelbar interessierenden Variablen
berticksichtigt (Abbildung V.1.2).

time; = l;o + Blength x length; + e; (Modell 1)

Das korrespondierende statistische Modell schétzt mit Blength den Effekt der
Distanz auf die bendtigte Zeit: um wie viele Einheiten sich die bendtigte Zeit
dndert, wenn die Distanz um eine Einheit erhoht wird.

Die Distanz wurde in Millimetern eingestellt; die benétigte Zeit wird in Se-
kunden gemessen. Insgesamt wurden 26 Versuche durchgefiihrt. D.h. das Fahr-
zeug wurde 26 mal am Start positioniert, rollen gelassen und die bendtigte
Zeit gemessen. Vor einigen der Versuche wurden die Einstellung rekonfiguriert
- length und o wurden variiert.

Jeder Punkt im Streudiagramm (Abbildung V.1.3) zeigt die fiir die Schét-
zung von Modell 1 relevante Konfiguration und die entsprechenden Resultate
hinsichtlich time.

bo = 0.774
(Modell 1)

o 0.257

blength = m

Beziiglich des interessierenden Effekts der Distanz auf die benétigte Zeit, lie-
fert das Schitzmodell eine Antwort: ein zusétzlicher Meter Streckenldnge erhdht
die bendtigte Zeit um 0.257 Sekunden.
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Abbildung V.1.3: Streudiagramm
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Somit kann die benétigte Zeit durch das Modell vorhergesagt werden. Al-
lerdings ist diese Pradiktion nicht fehlerfrei. In jedem Versuch ¢ resultiert ein
Fehler e; aus der Differenz zwischen tatséchlich gemessener Zeit und der durch
das Modell vorhergesagten Zeit (Tabelle V.1.1).

time; = time; — e;

In der Praxis der empirischen Forschung sind Schatzmodelle kaum ohne Feh-
ler - mindestens zufillige Messfehler sind oft zu erwarten. Jedoch kann auch eine
inaddquate Modellspezifikation die Fehler erhohen.

Um unterschiedlich spezifizierte Modelle hinsichtlich ihrer Qualitdt miteinan-
der zu vergleichen, wird die Summe der quadrierten Fehler berechnet. Je kleiner
diese Summe, desto besser passt das Modell zu der mit den Daten abgebildeten
Realitét.

> e? =1.664 (Modell 1)

time; = 130 + l;length x length; + be X a; + € (Modell 2)

Das zweite Modell (Abbildung V.1.4) ist etwas komplexer als das erste. Da-
mit wird nun berticksichtigt, dass zusétzlich zur Streckenldnge auch die Neigung
die benotigte Zeit beeinflusst. Der Alpha-Gradient ist eine Drittvariable, auf de-
ren Effekt nun kontrolliert wird.



Tabelle V.1.1: Werte, Pradiktion und Fehler

Modell 1 Modell 2
length (mm) time (sec) time e a time e
350 0.88 0.864 -0.016 5 0969 0.083
350 0.71 0.864 0.154 5 0.969 0.253
350 0.88 0.864 -0.016 5 0969 0.083
350 0.90 0.864 -0.036 5 0969 0.063
350 0.77 0.864 0.094 7 0.811 0.041
350 0.69 0.864 0.174 7 0811 0.121
350 0.64 0.864 0.224 7 0.811 0.171
350 0.72 0.864 0.144 7 0811 0.091
700 1.58 0.954 -0.626 5 1.240 -0.340
700 1.62 0954 -0.666 5 1.240 -0.380
700 095 0.954 0.004 10 0.860 -0.090
700 0.94 0954 0.014 10 0.860 -0.080
700 0.89 0.954 0.064 10 0.860 -0.030
700 096 0.954 -0.006 10 0.860 -0.100
700 0.84 0.954 0.114 12 0.708 -0.132
700 092 0.954 0.034 12 0.708 -0.212
1430 1.33 1.142 -0.188 10 1.437 0.107
1430 1.33 1.142 -0.118 10 1.437 0.107
1430 1.35 1.142 -0.208 10 1.437 0.087
1430 1.27  1.142 -0.128 12 1.285 0.015
1430 1.16 1.142 -0.018 12 1.285 0.125
1430 1.39 1.142 -0.248 12 1.285 -0.105
1430 0.98 1.142 0.162 18 0.829 -0.151
1430 0.72  1.142 0.422 18 0.829 0.109
1430 0.74 1.142 0.402 18 0.829 0.089
1430 0.80 1.142 0.342 18 0.829 0.029
by = 1.066
7 =0.770
(Modell 2)

0.791
blength = m

by = —0.076

67

Tatséchlich liefert Modell 2 andere Schitzungen. Die Tatsache, dass sich
die Resultate so deutlich von den mit Modell 1 ermittelten Schitzungen un-
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Abbildung V.1.4: Modell 2

[T Diength @

length > time

terscheiden, ist teilweise auf die Korrelation der Streckenldnge mit der Neigung
(je langer die Distanz, desto grofer die Neigung) zuriickzufiihren. Natiirlich ist
diese Korrelation nicht theoretisch zwingend - sie ist hier im Zuge der jeweiligen
Rekonfiguration des Versuchsaufbaus zustande gekommen. Im Rahmen dieses
eher simplen Versuchsaufbaus ist das nicht zuféllig geschehen. Aber es wurde
damit ein realistisches Szenario simuliert, insofern in der ,echten empirischen
Forschung die Komplexitédt i.d.R. deutlich grofer ist: Alles héngt mit Allem
zusaminen.

Der Effekt der Streckenldnge auf die bendtigte Zeit ist deutlich gréofer in
Modell 2: jeder zusétzliche Meter Streckenlénge erhoht die bendtigte Zeit um
0.791 Sekunden.

Mithin sagt Modell 2 die benétigte Zeit nicht lediglich basierend auf der
Streckenldnge voraus, sondern es wird zudem die Neigung berticksichtigt.

> e?=0.585 (Modell 2)

Die Summe der quadrierten Fehler ist fiir Modell 2 deutlich kleiner verglichen
mit Modell 1. Modell2 erreicht eine bessere Anpassung und hat daher eine hohere
Giite als Modell 1.

Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass Modell 1 nicht auf Drittvaria-
blen kontrolliert und in diesem Sinne unter-spezifiziert ist. Demgegeniiber kon-
trolliert Modell 2 auf die offenbar relevante Neigung als eine Drittvariable. In
der Konsequenz wurde der Effekt der Streckenlinge auf die benotigte Zeit mit
Modell 1 unterschatzt. Modell 2 schétzt diesen Effekt weniger verzerrt. Dies
zeigt sich auch in der gréferen Giite von Modell 2 im Vergleich zu Modell 1.



Literatur

Cohen, J. (1988). Statistical power analysis for the behavioral sciences. Hillsdale,
N.J: L. Erlbaum Associates.

Cohen, J. (1994). The earth is round (p < .05). American Psychologist, 49(12),
997-1003. do0i:10.1037,/0003-066x.49.12.997

Efron, B. (1994). An introduction to the bootstrap. New York: Chapman & Hall.

Forster, M. (2022). DASMod. Verfiighar unter https://seastar158.wordpress.
com/dasmod/

GESIS-Leibniz-Institut fiir Sozialwissenschaften. (2017). Allgemeine Bevolke-
rungsumfrage der Sozialwissenschaften ALLBUS 2016. doi:10.4232 /1.
12796

Hartung, J. (2005). Statistik. Oldenbourg.

Inglehart, R., Haerpfer, C., Moreno, A., Welzel, C., Kizilova, K., Diez-Medrano,
J., ... et al. (2014). World Values Survey 6.

Kolmogoroff, A. (1933). Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. doi:10.
1007/978-3-642-49888-6

Kroenke, K., Spitzer, R. L. & Williams, J. B. W. (2001). The PHQ-9. Journal
of General Internal Medicine, 16(9), 606—613. doi:10.1046/j.1525-1497.
2001.016009606.x

OECD. (2015). Programme for International Student Assessment (PISA).

Opp, K.-D. (2013). Methodologie der Sozialwissenschaften. VS Verlag fiir Sozi-
alw. Verfigbar unter https://www.ebook.de/de/product /34418358 /karl
dieter _opp_methodologie der sozialwissenschaften.html

Schmidl, B. (2014). GRD: Geschlechtsspezifische Risikofaktoren fiir Depressio-
nen. doi:10.7802/71

Stevens, S. S. (1946). On the Theory of Scales of Measurement. Science, 103(2684),
677—680. doi:10.1126 /science.103.2684.677

Stevens, S. S. (1951). Mathematics, Measurement, and Psychophysics. In Hand-
book of Experimental Psychology. Wiley.

Stuart, A. (2010). Kendall’s Advanced Theory of Statistics, Set. PAPERBACK-
SHOP UK IMPORT. Verfiighar unter https://www.ebook.de /de /
product /16567721 /alan _stuart kendall s advanced theory of
statistics _set.html

v. Mises, R. (1919). Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Mathemati-
sche Zeitschrift, 5(1-2), 52-99. doi:10.1007/bf01203155

69



LITERATUR 70

Winer, B. J. (1962). Statistical principles in experimental design. Includes bi-
bliography. New York: McGraw-Hill.



