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UBUNG 11

Abgabe der Bearbeitungen erst am Freitag, den 27. Mai bis 12 Uhr

AUFGABE 1
Man beweise:

1 1
a) Die Folge {a,}nen = {%}%N konvergiert gegen 3
9 2
b) Die Folge {a,}nen := {471277:_1}”61\] konvergiert.

c) Die Folge {ay}nen = {1 + (—2)”} divergiert.

neN

AUFGABE 2
Man untersuche die Folge

- {81
nine 2—n?—2n+3 ],y

auf Konvergenz und beweise ggf. die Konvergenz.

AUFGABE 3
Man beweise: Wenn eine reelle Zahlenfolge {ay, }nen konvergiert, dann ist der Grenzwert ein-
deutig bestimmt.

AUFGABE 4 )
Wir wiederholen eine

Definition 0.1. Sei T eine Teilmenge von R.

T heiffe nach oben beschrinkt genau dann, wenn es eine reelle Zahl ¢ € R so gibt, dass fir allet € T : t < ¢ gilt.
Entsprechend heifle T nach unten beschrankt genau dann, wenn es ein d € R so gibt, dass fir allet € T : d <t gilt.
T heife beschrinkt genau dann, wenn T nach unten und nach oben beschrankt ist.

a) Man gebe eine nach oben beschrinkte unendliche Teilmenge von R an.
b) Man gebe eine beschriankte unendliche Teilmenge von R an.

c) Seien A, B beschrénkte Teilmengen von R. Man beweise oder widerlege:
(i) AU B ist beschrénkt.
(ii) AN B ist beschrénkt.

(111) A X B ISt beSChrénkt. Man beachte die Definition 0.1.

Wir erweitern auf natiirliche Weise die obige Definition auf den Begriff einer reellwertigen Funktion f, d.h. eine Funktion
f:T CR — R heife genau dann nach oben beschrinkt, wenn ihre Bild- bzw. Wertemenge f(T) := {y € R | f(z) =
y} C R nach oben beschriankt ist, wenn also gilt:

JeeR Vy € f(T) : y < ¢, dies ist gleichwertig mit: Ic€R Vz € T : f(z) < c.

Entsprechend definiere man ,, f heiffe nach unten beschrankt* und ,f heifse beschrankt®.

Da Folgen spezielle reelle Funktionen sind, ldsst sich der Begriff , Beschrankheit* auch auf Folgen anwenden. ..
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AUFGABE 5
Man untersuche die folgenden Folgen {a, },en auf Beschrénkheit, a.n. man beantwortet (und begriindet)

die Fragen: Ist die Folge nach unten beschrankt, ist die Folge nach oben beschrankt, ist die Folge beschrankt?

a) {2n 4 (=1)"fnen

-1

W {5
n neN
n?+1

c) S R a——
n*+2n+ 2 neN

Q) {1+6n—|—2n2}
(n+3)n neN
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Wie erwiinscht, folgen nun alte Klausuraufgaben, die letzten beiden Aufgaben haben bedingt
durch die Pandemie ein besonderes Format.

AUFGABE 1
Sei f:R—RxR, 2+ f(z):= (2% 22 + 1) eine Funktion.

(i) Man gebe 2 Elemente der Funktion an.

(ii) Man untersuche die Funktion f auf Injektivitdt und Surjektivitdt (mit Beweis).

AUFGABE 2

) ) 2z+1, z>0 . .
Sei f:7Z — Nmit z— f(z) := eine Funktion.
—2z, z <0

Wie wir bereits gezeigt hatten, ist f offenbar eine bijektive Funktion und f~!: N — Z ihre
Umkehrfunktion.

a) Man bestimme f~1(3), f~(4) und f~1(5).

Wir definieren eine Verkniipfung o auf N so, dass fiir alle a,b € N gilt:

aob:= f(fH(a) + fH(b)).
b) Man zeige, dass im allgemeinen a o b # a + b fiir a,b € N gilt.

¢) Man zeige, dass das Verkniipfungspaar (N, o) eine kommutative Gruppe bildet, wobei (G1)
(Assoziativitdt) nicht nachgewiesen werden muss.

d) Man bestimme die Losungen der Gleichung x oz 011 = 23 in (N, o).
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AUFGABE 3
Man wihle die passenden Antworten aus.

1
a) Fiir die Folge {xy, }nen definiert durch z,, := % gilt:
n

[ sie konvergiert [ sie divergiert [J sie divergiert gegen co 0 Vn € N : a, < an41
OVneN:a, > a1

b) Fiir die Menge von Paaren F = {((,y),2) € Z? x Z | z = 22% + 3y} gilt:

[ F ist eine Funktion O F ist injektiv O F ist surjektiv O ((v/2,1),7) € F
O((1,1),5) e F

c) Fir das Supremum s der Menge {0.2,0.22,0.222,...} = {%, 12—020, ...} ogilt:

O s =max{0.2,0.22,0.222,...} O s = % Os= 13—0 [ s existiert nicht O s = 0.2
d) Fiir das Supremum s und das Infimum ¢ der Menge {™* | m,n € N,m < 3n} gilt:

O s+ ¢ =30 s existiert nicht und 7 = 0 OO ¢ existiert nicht und s = 3
Ds:SundizoDs:%undi:O.

AUFGABE 4

Man beurteile folgende Aussagen. wahr falsch
VreRImeZ:m<r O O
VneNda,beR:0< L <ca<i

Vr,seR:r<s= <<
VriseR:r<s= =<
VeeR: |z —1|+[3—2|>2

V$,y,a,bER>g:%<§:>%<%<%
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