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1. Fiir:c,y>0undp,q>0mit%%—%zlgiltx-yﬁ%%—yf:.
Beweis Hier hilft die Strategie V, wenn man sich an die verallgemeinerte GA-Unglei-
chung! erinnert. Diese besagt, dass fiir alle z; > 0 und alle g; > 0,4 € {1,...,n} (n € N)
mit g1 + ...+ g, = 1 die Ungleichung z{' - ... 29" < g1 - 21 + ... + gn - T, gilt. Dass
wir n = 2 und ¢; := % sowie go 1= % wahlen, ist naheliegend. Danach ergibt sich auch
die Wahl x; := 2P und x9 := y?, was den Beweis beendet. Wir bemerken noch, dass die
Ungleichung auch fiir z = 0 oder y = 0 wahr ist. U

2. Fire; >0 =1,...,nmitn>2)und s:=a; +...+ a, gilt:

al a9 Ay, > n

+ +... =
s—ay; S—ag s —ap n—1

Beweis Fiir diese Ungleichung gibt es viele Beweismoglichkeiten (unter anderem mit-
tels Strategie IV oder als Anwendung der Jensen-Ungleichung). Hier sei folgender Weg
vorgeschlagen: Wir bemerken, dass wir mit % = as—l — 1 leichter arbeiten konnen als mit
sle . Das bringt uns auf die Idee, die Notationen zu &ndern. Es sei z; := s—a; > 0. Dann
gilt a; = s —x; (woraus durch Addition dieser n Gleichungen s = ns—(x1+...+x,), also

1

s = —5(x1+...+m,) folgt) und wir haben erreicht, dass die zu beweisende Ungleichung
wie folgt lautet:
s—x1  S— T2 s — Ty, n
+ +...+ > .
T To Ty n—1
Es gilt
s—x s—x s—x 1 1
L+ 2+ ":s<—+...+—>—n:
1 1 1
= (t14+...+x) | —+...+— ) —n.
n—1 T Tn

siehe Artikel ,MittelmaR und Optimum® in MU 5/2009
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Nun gilt wegen der Mittelwertungleichung H < A (zwischen harmonischem und arith-
metischem Mittel), dass

1 1
(1 + ...+ z) (m—+...+—> > n?

1 T

ist. Es bleibt lediglich zu bemerken, dass ﬁ n?—n= —5 gilt, um den Beweis dieser

Ungleichung zu beenden. O

Bemerkung Diese Ungleichung findet man unter vielen Spezialfillen in Aufgabensamm-

2 2 2
lungen, zum Beispiel unter folgender Form: Man zeige, dass bg‘icQ + aglzch + aQibQ > %,
fiir alle a, b, c € R mit a, b, c # 0 gilt.

3. Man beweise fiir alle n € N und alle ; > 0, ¢ =1,...,n, die Ungleichung

zl+<’r»7:+zn < z1 Zo Zn
(1 22 ... Tp) <ai'-xyP .-y

Beweis Die Schwierigkeit riithrt hier von den vielen unterschiedlichen Exponenten her.
Um diese Schwierigkeit zu umgehen, bietet sich das Logarithmieren an, was aufgrund
von x; > 0 erlaubt ist. Aufserdem unterstiitzt auch das Vorkommen von Produkten diese
Strategie. Da der natiirliche Logarithmus streng steigend ist, ist die Ungleichung zu

1+ ... +xp

- (Inzy+...+lnzy,) <zylnzy + ...+ z,Inz,

dquivalent. Das erinnert an die Chebyshev-Ungleichung. Um diese zu erreichen, brauchen
wir lediglich die Ungleichung durch n zu teilen sowie zu bemerken, dass wir aufgrund
der Symmetrie ohne Einschrénkung annehmen diirfen, dass 1 < ... < x,, gilt (was dann
auch Inzy < ... <Inuz, zur Folge hat). O

4. Man beweise: Unter beliebig gewéhlten 28 Punkten im Innern eines Wiirfels mit

Kantenldnge 1 existieren stets zwei Punkte, die voneinander hochstens den Abstand @
besitzen.

Beweis Das ist eine typische Schubfachprinzip-Aufgabe (Strategie VI). Der Wiirfel wird
in 27 gleichgrofe Wiirfel (mit Kantenlénge %) zerlegt. In einem dieser kleinen Wiirfel
(mitsamt Rand) befinden sich mindestens zwei Punkte. Die grofte Entfernung zwischen
zwei Punkten eines solchen Wiirfels ist die Lange einer Wiirfeldiagonale, also @ U
5. Gegeben seien fiinf beliebige Punkte im Innern eines Einheitsquadrats. Dann gibt es

darunter zwei Punkte, die hochstens den Abstand % voneinander haben.

Beweis Das ist ebenfalls eine Anwendung des Schubfachprinzips. Wird das Einheitsqua-
drat in vier gleichgrofe Quadrate zerlegt, so liegen in (mindestens) einem der Quadrate
mindestens zwei Punkte. Diese konnen hochstens so weit voneinander entfernt sein, wie

die Lénge der Diagonale des kleinen Quadrats ist. Diese betragt \/i + i = % O
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6. Man beweise, dass in jedem Dreieck die Summe der Hohenldngen kleiner als der
Umfang des Dreiecks ist.

Beweis Es bezeichne ABC' das Dreieck, a die Linge der Seite die dem Winkel in A
gegeniiberliegt und h, die Lange der Hohe aus A. Analoge Bezeichnungen gelten fiir b, ¢
bzw. hy, he. Da in einem rechtwinkligen Dreieck jede Kathete kiirzer als die Hypotenuse
ist, gelten h, < b und h, < ¢, woraus h, < % folgt (man beachte: Ist AABC' recht-
winklig mit rechtem Winkel z. B. bei C, so gelten h, = b und h, < ¢, woraus noch immer
he < % folgt). Analog folgen hy < aTJrC und h. < “T*b. Addition dieser Ungleichungen
ergibt hg + hy + he <a+b+c. O

7. Man zeige, dass in jedem Dreieck die Summe der Léngen der Seitenhalbierenden
grofer als der halbe Umfang und kleiner als der Umfang des Dreiecks ist.

Beweis Es bezeichnen s,, s, bzw. s. die Langen der Seitenhalbierenden der Seiten a, b
bzw. ¢ (deren Léngen werden ebenso bezeichnet). Durch B ziehen wir eine Parallele zu
AC und durch C eine Parallele zu AB. Es sei A’ ihr Schnittpunkt.

A Dann ist ABA'C ein Parallelogramm. Da
sich die Diagonalen in einem Parallelo-
gramm halbieren, gilt |[AA'| = 2s,. Aus
dem Dreieck AA’B folgt mittels Dreiecks-
ungleichung: 2s, < b + c¢. Analog fol-
S gen die Ungleichungen 2s, < a + ¢ und
Ay 2s. < a + b. Addition dieser Ungleichun-

Teel ! gen liefert s, + sp + s, <a+b+c.
~< / Um noch s, +sp+5s. > “+g+c zu beweisen,

Cl 1

< N ; benutzen wir die Dreiecksungleichung im
RN ! Dreieck A’A1B. Es folgt 5,4+ § > b. Ana-
U log folgen sb+%>cund S¢+ 5 > a. Er-
neut folgt mittels Addition die gewiinsch-
te Ungleichung.

O

Bemerkung Die untere Schranke kann verbessert werden: Es gilt sogar s, + sp + s¢ >
%(a + b+ ¢), denn die Dreiecksungleichung fiir das Dreieck BSC' liefert %51) + %sc > a,
also sp + sc > %a. Erneut liefert die Addition dieser und der analogen Ungleichungen
Sq+ Se > %b und s, + sp > %c das gewiinschte Ergebnis. Vielen Dank an Herrn Hartmut
Wellstein fiir diesen Hinweis!

8. Essei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel in A. Durch einen Punkt
P der Hypotenuse werden die Lote auf die Katheten gezogen. Es seien D und FE die
Lotfufpunkte. Man bestimme P so, dass |DFE| minimal ist.
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Beweis Die Schwierigkeit riihrt hier daher, dass beide Punkte D und E beweglich sind.

Diese Schwierigkeit lésst sich etwas abmildern,
wenn man bemerkt, dass ADPE ein Rechteck
DI S B ‘ ist und somit |[DE| = |AP| gilt. Nun ist der
! Punkt A fest. Da P € BC gilt, ist |AP| genau

dann minimal, wenn AP die Hohe auf BC, also

. : « P der Hohenfuftpunkt ist.
A D B 0

9. Gegeben sei ein regelméfiges n-Eck A1 A, ... A, mit einer geraden Anzahl von Seiten.
Man beweise: Dann gibt es genau einen Punkt M, fiir den die Summe |M A;| + |M As| +
...+ |MA,| minimal ist.

Beweis Es sei P ein beliebiger Punkt (P darf auch auferhalb des n-Ecks liegen).

Wir betrachten die § (eventuell entartete) Dreiecke
PAZ-A%_H' fir 7 = 1,..., 5. Die Dreiecksungleichung
liefert |PA;| 4+ |[PAx ;| > [A; Az 4] Gleichheit gilt
genau dann, wenn P auf der Strecke A,Agﬂ- liegt.

Addition dieser 2 Ungleichungen ergibt |PA;| +

2
|PAs| + ... + [PA,| > ‘AlA%H‘ n AQA%H( n
oot ‘A% A,|. Die rechte Seite dieser Ungleichung

héngt nicht von P ab. Diese untere Schranke wird
genau dann angenommen, wenn P auf jeder Diago-
nale AiA%H (z =1,..., %) liegt. Das ist genau dann
der Fall, wenn P der Schnittpunkt M der Diagona-
len ist (diesen Schnittpunkt gibt es, da das n-Eck
regelmékig ist).

O

10. Man beweise, dass in jedem rechtwinkligen Dreieck 2r < ¢(v/2 — 1) gilt, wobei 7
den Inkreisradius und ¢ die Hypotenusenlénge bezeichnet.

Beweis

Es sei I der Mittelpunkt des Inkreises, also
der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.
Es seien a, b die Kathetenlédngen.

a-r Es seien D € AB, E € BC, F € CA die Be-
rithrungspunkte des Inkreises. Dann gelten

N b CE| = [CF|, |AF| = |AD|, |BD| = |BE|.
Da CFIE ein Rechteck mit |CF| = |CE|

r K r ist, ist es sogar ein Quadrat mit Seitenlan-
. A ge 7. Damit gelten b —r = |AF| = |AD|

r F b-r und ¢ — r = |BE| = |BD|. Es ist also

4
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c=a—r+b—r, also 2r = a+b— c. Wir miissen 2r < ¢(v/2 — 1) beweisen. Mit
der obigen Beziehung ist das zu a +b — ¢ < ¢(v/2 — 1) und damit zu a +b < ¢v/2
dquivalent. Mit dem Satz des Pythagoras ist das zu a + b < v/2 - Va2 + b2 Aquivalent.

Quadrieren (erlaubt, da beide Seiten positiv sind) ergibt die dquivalente Ungleichung
a? + 2ab + b? < 2a® 4 262, also 0 < (a — b)?, was wahr ist. O

11. Man zeige, dass der Diagonalenschnittpunkt eines konvexen Vierecks der Punkt ist,
dessen Summe der Absténde zu den Eckpunkten des Vierecks minimal ist.

Beweis Der Beweis verlauft hier analog zum Beweis der Aufgabe 9. Wir haben es zwar
nicht unbedingt mit einem regelméafigen Viereck (also Quadrat) ABCD zu tun, wichtig
war in Aufgabe 9 aber nur, dass es eine gerade Anzahl von Seiten gibt und, dass sich
(aufgrund der Regelméfigkeit) die Diagonalen in einem Punkt schneiden. Beides ist bei
einem konvexen Viereck stets der Fall. Dennoch kommt hier der Beweis nochmals.

Es sei P ein beliebiger Punkt. Die Dreiecksungleichung liefert fiir die (eventuell entarte-
ten) Dreiecke PBD und PAC die Ungleichungen |PB|+|PD| > |BD| und |PA|+|PC| >
|AC|. Gleichheit gilt genau fiir P € BD bzw. P € AC. Addition dieser zwei Ungleichun-
gen liefert |PA| + |PB| + |PC| + |PD| > |AC| + |BD|. Da das Viereck ABC D konvex
ist, schneiden sich die Diagonalen BD und AC. Somit gibt es einen (eindeutigen) Punkt
P fiir den Gleichheit in den ersten beiden Ungleichungen (und damit auch in der letzten)
gilt, ndmlich den Diagonalenschnittpunkt.

O

12. Bezeichnen «, (3,7 die Winkel eines Dreiecks, so gelten:

a) sina + sin § + siny < 3\[
)

b tan2a+tan26—|—tan2“/ >1

né
13

@)

)sing -sing -sing < 4

Beweis Das sind typische Anwendungen der Jensen-Ungleichung?. Hierfiir benétigen
wir folgenden Spezialfall der Jensen-Ungleichung: Fiir eine konvexe Funktion f: I — R
(mit I Intervall) und alle z,y,z € I gilt f ($+§+Z) < f($)+fgy)+f(z). Ist f konkav, so gilt
> statt <.

Die Winkelmafse des Dreiecks seien in Radianten angegeben. Somit gelten 0 < «, 3,7 < &
und a+ G+ vy =m.

a) Wir wenden die Jensen-Ungleichung auf die konkave Funktion sin: (0,7) — R an.
Es folgt sin + sin 3 + siny < 3 - sin O‘+6+V =3-sing = 3‘/_

2siehe Artikel ,Die Jensen-Ungleichung® in MU 5/2009
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b)

13.

Die Funktion f: (0, %) — R gegeben durch f(z) = tan®z ist konvex. In der Tat

ist sie beliebig oft differenzierbar und die zweite Ableitung lautet

2cos?x + 6sinz

(=)

cos*
und ist daher positiv.
Die Jensen-Ungleichung liefert fiir dieses f und fiir z := §, y = g, z = 3 die
Ungleichung
con? %+g+% - tan2%+tan2§—|—tan2%
3 - 3 ’
also 3tan? 5 < tan? 3+ tan? g + tan? 7. Datan§ = % ist, folgt die gewiinschte

Ungleichung.

Hier ist die Wahl der Funktion nicht so unmittelbar klar wie bei den beiden vorheri-
gen Beispielen. Es fillt auf, dass hier Produkte statt Summen auftreten. Da die Lo-
garithmusfunktion Produkte in Summen umwandelt, ist die Wahl f(z) = In(sin z)
mit x € (0,7) einen Versuch wert. In der Tat ergibt die Jensen-Ungleichung fiir die-
se konkave Funktion und fiir die Wahl x = 5, y = 8 2 genau die gewiinschte

2:7= 2
Ungleichung.

Alternativ kann die GA-Ungleichung! (zwischen geometrischem und arithmeti-
schem Mittel) helfen, den Ubergang von einem Produkt zu einer Summe zu be-
wiltigen. In der Tat gelten sin § > 0, sing > 0 und sing > 0, da ¢, g,% €(0,%)
sind. Damit ist die GA-Ungleichung anwendbar. Es ist

Lo ] sin? +sin 2 +sin2
{’/sm—-smé-sng 2 2 2,
2 2 3
Andererseits ist zu zeigen
e’
i/sm— sin — 51111 <=
2 2 2
Es reicht somit, wenn wir
o i B -y
sin 5 +sin g5 + sin 5 < 1
3 -2

beweisen. Das folgt aber sofort aus der Jensen-Ungleichung fiir die konkave Funk-
tion sin: (0,7) — R. Tatséchlich ist

+5+

NS

sin%+sin§+sin% ]
< sin

3

R

= sin

W o[

SN
DN | =

O

Gegeben sei ein konvexes Viereck ABCD. Man beweise, dass es genau einen Punkt

M in der Ebene des Vierecks gibt, fiir den die Summe |MA|> +|M B|?> + |MC|?> +|M D|?
minimal ist.
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Beweis

Wir verwenden, dass in jedem Parallelogramm PQRS R Q
die Beziehung 2(|PQ* + |QR|*) = |PR|* +|QS|? gilt
(diese folgt z. B. durch Anwendung des Kosinussatzes
in den Dreiecken PQR und SP(Q unter Beachtung
der Beziehung cos(<@QPS) = —cos(<RQP)). Dar- M
aus folgt, dass in jedem Dreieck PQR die Beziehung
2(|PQI* + |QR|?) = |PRJ* + 4|QM|?* gilt, wobei M
den Mittelpunkt von PR bezeichnet. S P

(Diese letzte Beziehung gibt die genaue Lénge einer Seitenhalbierenden eines Dreiecks in
Abhéngigkeit der Seitenlédngen an).

C Es seien P bzw. R die Mittelpunkte der Seiten
AB bzw. CD des Vierecks ABCD. Es bezeichne
M den Mittelpunkt von PR. Aufierdem sei T ein
beliebiger Punkt der Ebene. Wenden wir die ge-
wonnene Beziehung auf AATB und ACTD an, so
folgen 2(|TA|?> + |TBJ?) = |AB|?> + 4|TP|?> und
2(|TC)? + |TDJ*) = |CD|* + 4|TR|*. Addition er-
gibt, dass |TA> + |TB|?> + |TC|> + |TD|* genau
dann minimal ist, wenn |TP|?> + |TR|?> minimal ist
(denn |AB|? + |CD|? ist fest). Damit haben wir es
geschafft, die Untersuchung einer Summe von vier
Quadraten auf die Untersuchung einer Summe von
zwel Quadraten zu reduzieren. Fahren wir weiter so
fort, das heifst, betrachten wir das Dreieck PT R wo
B 2(|TP|? + |TR|?) = |PR]?> + 4|]MT|? gilt, so folgt,
dass |TP|?> + |TRJ? genau dann minimal ist, wenn |MT|?, also |MT| minimal ist.
Nun ist aber |[MT| genau dann minimal (genauer: gleich 0), wenn T' = M gilt. O

Bemerkungen

a) Der Punkt M ist der Diagonalenschnittpunkt des Seitenmittenvierecks (also eines
Parallelogramms) PQRS, wenn @ bzw. S die Mittelpunkte von BC bzw. von AD
bezeichnen. Das bedeutet insbesondere: Beginnen wir mit @S statt mit PR, so
erhalten wir selbstverstandlich denselben Punkt M.

b) Im Beweis wurde die Voraussetzung der Konvexitét nicht verwendet, das heifst, die
Aufgabe gilt auch fiir konkave Vierecke.

c) Eine andere Beweisidee liefert die analytische Geometrie. Es seien (a1, as), (b1, be),
(c1,c2) bzw. (di,d2) die Koordinaten von A, B, C' bzw. D und (z,y) die Koordi-
naten des gesuchten Punkts M. Zu minimieren ist der Ausdruck:

(z—a1)’+(y—a2)’+(@—b1)*+(y—b2)* +(x—c1)* + (y—c2)* + (2 —d1)* + (y — d2)*,
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also
[422 =22 (a1 4+b1+c¢1+d1 ) +a2+02+E +d3 ]+ [dy? —2y (ag+by+ca+do) +ai+b3+c3+d3).

Das Minimum von 422 — 2z (a1 + by +c1 +d1) + a2 + b2 + ¢3 + d? wird genau in der
Abszisse des Scheitelpunkts angenommen, also fiir (eindeutig) = = ‘“““4&.
Analog folgt: 4y? — 2y(ag + ba + c2 + da) + a3 + b2 + ¢ + d3 ist fiir (eindeutig)
y = ‘%ﬂ minimal. Somit sind (“ﬁblfl*dl, “2+b2102+d2> die Koordinaten

des gesuchten Punkts M (der ,Eckenschwerpunkt* der Punkte A, B,C, D).

14. Es seien zwei sich schneidende Kreise ki, ko und A einer der Schnittpunkte. Durch
A wird eine Gerade gezeichnet, die die Kreise aufer in A noch in M € ky und N € ks
schneidet. Wie muss die Gerade verlaufen, damit |[M N| maximal ist?

Beweis

Es seien O1, 05 die Mittelpunkte der
zweil Kreise. Es seien C' bzw. D die
Lotfutpunkte von O; bzw. O auf
MN. Dann gilt |[MN| = 2|CD|. Da
01CDOy ein rechtwinkliges Trapez
ist, gilt stets |CD| < |01 02|. Maximal
ist [M N| somit wenn |CD| = |0102|
gilt, also wenn M N || O10; ist.

O

15. Gegeben sei ein fester Punkt P im Innern eines Kreises. Welche Sehne durch P hat
die kleinste Léange?

Beweis Es sei M der Mittelpunkt des Kreises, r sein Radius und RS irgendeine Seh-
ne durch P sowie T der Lotfufspunkt von M auf RS. Dann gilt |RS| = 2|T'S| =
24/12 — [MT|2 = 2/r2 — (|MP|? — |PT?|) = 2,/r2 — [MPJ2 + | PT|2.

Da M, P fest sind, ist |RS| genau dann minimal, wenn |PT'| minimal ist. Das ist genau

flir T = P der Fall, also wenn RS 1 M P gilt. (]
Bemerkung
Der Sehnensatz |PS|-|PR| = (r+|MP|)(r —|MP)|) liefert R

eine weitere Beweisidee. Da M, P fest sind, ist somit das
Produkt |PS| - |PR| konstant. Dann ist aber die Summe
|RP| + |PS| = |RS| genau dann minimal, wenn |RP| =
|PS| gilt (siche GA-Ungleichung). Da das Dreieck SM R
gleichschenklig ist, muss dann RS | M P gelten. 3



